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Lösningar/svar

Uppgift 1

1a: Definitioner: Tillst̊and: sk = del av anläggningskostnadsbudget som f̊ar användas
till de k första byggnadstyperna.
Styrning: xk = antal man bygger av typ k.
Överföringsfunktion: sk−1 = sk − ak(xk).
Målfunktion: fk(sk) = maxxk

(vk(xk) + fk−1(sk−1)).
0 ≤ sk ≤ 6 för all k. s0 ≥ 0, s3 = 6.

Iteration 1:

x1ZZ
s1 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0
1 - - 1 1 1 1 1
2 - - - 2 2 2 2
3 - - - - 3 3 3

f1(s1) 0 0 1 2 3 3 3

x̂1(s1) 0 0 1 2 3 3 3

Iteration 2:

x2ZZ
s2 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 1 2 3 3 3
5 - - 2 2 3 4 5
10 - - - 5 5 6 7

f2(s2) 0 0 4 5 5 6 7

x̂2(s2) 0 0 5 10 10 10 10

Iteration 3:

x3ZZ
s3 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 2 5 5 6 7
1 - - - - - 6 6

f3(s3) 0 0 2 5 5 6 7

x̂3(s3) 0 0 0 0 1 0

Uppnystning: s3 = 6, x3 = 0, s2 = 6, x2 = 10, s1 = 3, x1 = 2. z = 7.
Svar i ord: Bygg 2 hyreshus och 10 villor, vilket ger vinsten 7.

1b: För s3 = 4 f̊as m̊alfunktionsvärde 6, vilket är 1 mindre än i uppgift a. Om
anläggningskostnader och vinst hamnar p̊a samma konto, räcker det med att den in-
sparade enheten ökar i värde n̊agot för att det ska vara bättre.

1c: Om x3 = 1 f̊as vinsten 6 (och inga andra byggander), s̊a Bosse förlorar 1.
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Uppgift 2

Subproblem (Lagrangerelaxation):

ϕ(ū) = min−5x1− 7x2− 3x3− 4x4 + u1(2x1 + 3x2− x3− 3) + u2(4x2 + 3x3 + 2x4− 5)
= (2u1 − 5)x1 + (3u1 + 4u2 − 7)x2 + (−u1 + 3u2 − 3)x3 + (2u2 − 4)x4 − 3u1 − 5u2
d̊a 0 ≤ x1, x2, x3, x4 ≤ 1

2a: ū1 = 0, ū2 = 0 ger ϕ(ū) = min−5x1 − 7x2 − 3x3 − 4x4 d̊a 0 ≤ x1, x2, x3, x4 ≤ 1
vilket har lösningen x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 1, och ϕ(ū) = −19,
vilket ger v = −19. Subgradient: ξ1 = 1 > 0, ξ2 = 4 > 0. Lösningen ej till̊aten.

ū1 = 1, ū2 = 1 ger ϕ(ū) = min−3x1 − x3 − 2x4 − 8 d̊a 0 ≤ x1, x2, x3, x4 ≤ 1 vilket har
lösningen x1 = 1, x2 = 0 (ej unikt), x3 = 1, x4 = 1, och ϕ(ū) = −14,
vilket ger v = −14. Subgradient: ξ1 = −2 < 0, ξ2 = 0. Lösningen till̊aten, v̄ = −12.

Bästa gränser: −14 ≤ v∗ ≤ −12.

2b: I den bästa punkten ū1 = 1, ū2 = 1, är ξ1 = −2 < 0 (och ξ2 = 0), s̊a man ska nog
minska u1 lite.

2c: Dantzig-Wolfe: Subproblemet återfinnes ovan. Masterproblemet blir

max q

d̊a q ≤ a(l)0 + a
(l)
1 u1 + a

(l)
2 u2 för alla l

u ≥ 0

där a
(l)
0 = −5x

(l)
1 − 7x

(l)
2 − 3x

(l)
3 − 4x

(l)
4 , a

(l)
1 = 2x

(l)
1 + 3x

(l)
2 − x

(l)
3 − 3 och a

(l)
2 =

4x
(l)
2 + 3x

(l)
3 + 2x

(l)
4 − 5.

Metoden itererar mellan subproblemet och masterproblemet. Subproblemet löses för
givna värden p̊a u, och ger en undre gräns, ϕ(ū), samt en ny lösning, x(l), till mas-
terproblemet. Masterproblemet löses med alla kända x(l), och ger en övre gräns, samt
nytt ū till subproblemet. Metoden avslutas d̊a den undre gränsen är lika med den övre.
D̊a läser man ut den duala lösningen, λ, till masterproblemet, och skapar den optimala
lösningen som

∑
l λlx

(l).

2d: ū1 = 0 och ū2 = 0 ger punkten (1, 1, 1, 1), som ger snitt: q ≤ −19 + u1 + 4u2.
ū1 = 1 och ū2 = 1 ger punkten (1, 0, 1, 1), som ger snitt: q ≤ −12− 2u1.

Masterproblemet blir d̊a

vDM = max q
d̊a q ≤ −19 + u1 + 4u2

q ≤ −12− 2u1
u ≥ 0

LP-dualen av masterproblemet blir

vDM = min −19λ1 − 12λ2
d̊a −λ1 + 2λ2 ≥ 0

−4λ1 ≥ 0
λ1 + λ2 = 1
λ1, λ2 ≥ 0
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Det andra bivillkoret ger λ1 ≤ 0, s̊a d̊a m̊aste vi ha λ1 = 0, vilket direkt ger λ2 = 1.
Detta ger vDM = −12.

Komplementaritet ger q = −12 − 2u1, vilket med q = vDM = −12 ger u1 = 0. Det
andra bivillkoret säger nu −12 ≤ −19 + 4u2, dvs. u2 ≥ 7/4. Det finns ingen anledning
att använda n̊agot annat är u2 = 7/4.

Bästa gränser: −14 ≤ v∗ ≤ −12.

Det visade sig korrekt att minska u1, även om denna lösning inte säkert är optimal.

Uppgift 3

Det skulle ha varit omvänt tecken p̊a högerleden i problemet. Om man gör den
ändringen blir lösningen följande:

3a:

Subproblemet (för fixerat y):

h(ȳ) = min −2x1 − 2x2 + 2ȳ
d̊a −2x1 − x2 ≥ −4− 2ȳ

−x1 − 2x2 ≥ −3− 2ȳ
x1, x2 ≥ 0

LP-dualen av subproblemet:

h(ȳ) = max (−4− 2ȳ)u1 + (−3− 2ȳ)u2 + 2ȳ
d̊a −2u1 − u2 ≤ −2

−u1 − 2u2 ≤ −2
u1, u2 ≥ 0

Benders masterproblem:

min q

d̊a q ≥ (−4− 2y)u
(l)
1 + (−3− 2y)u

(l)
2 + 2y = (2− 2u

(l)
1 − 2u

(l)
2 )y + C för alla l

y ∈ {0, 1, 2}

där C = −4u
(l)
1 − 3u

(l)
2 .

Metoden itererar mellan subproblemet och masterproblemet. Subproblemet löses för
givna värden p̊a y, och ger en övre gräns, h(ȳ), samt en ny lösning, u(l), till master-
problemet. Masterproblemet löses med alla kända u(l), och ger en undre gräns, samt
nya ȳ till subproblemet. Metoden avslutas d̊a den undre gränsen är lika med den övre.

3b: För ȳ = 0:
h(0) = max −4u1 − 3u2

d̊a −2u1 − u2 ≤ −2
−u1 − 2u2 ≤ −2
u1, u2 ≥ 0

Grafisk lösning ger u1 = 2/3, u2 = 2/3 med h(0) = −14/3 ≈ −4.67. Benderssnittet
blir q ≥ −14

3 −
2
3y, dvs. ungefär q ≥ −4.67− 0.67y.
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Benders masterproblem:
min q
d̊a q ≥ −14

3 −
2
3y

y ∈ {0, 1, 2}

Den bästa lösningen är y = 2 med q = −6. Vi har nu −6 ≤ v∗ ≤ −4.67.

För ȳ = 2:
h(2) = max −8u1 − 7u2 + 4

d̊a −2u1 − u2 ≤ −2
−u1 − 2u2 ≤ −2
u1, u2 ≥ 0

.

Grafisk lösning ger u1 = 2/3, u2 = 2/3 med h(0) = −6. Komplementaritet ger x1 = 3
och x2 = 2.

Vi har nu −6 ≤ v∗ ≤ −6, s̊a optimum är funnet. Den bästa funna till̊atna lösningen är
y = 2, med x1 = 3 och x2 = 2.

Om man inte gör ändringen:

Subproblemet (för fixerat y):

h(ȳ) = min −2x1 − 2x2 + 2ȳ
d̊a −2x1 − x2 ≥ 4− 2ȳ

−x1 − 2x2 ≥ 3− 2ȳ
x1, x2 ≥ 0

LP-dualen av subproblemet:

h(ȳ) = max (4− 2ȳ)u1 + (3− 2ȳ)u2 + 2ȳ
d̊a −2u1 − u2 ≤ −2

−u1 − 2u2 ≤ −2
u1, u2 ≥ 0

Benders masterproblem:

min q

d̊a q ≥ (4− 2y)u
(l)
1 + (3− 2y)u

(l)
2 + 2y = (2− 2u

(l)
1 − 2u

(l)
2 )y + C för alla punkter l

0 ≥ (4− 2y)u
(l)
1 + (3− 2y)u

(l)
2 = (−2u

(l)
1 − 2u

(l)
2 )y + C för alla riktningar l

y ∈ {0, 1, 2}

där C = 4u
(l)
1 + 3u

(l)
2 .

Metoden itererar mellan subproblemet och masterproblemet. Subproblemet löses för
givna värden p̊a y, och ger en övre gräns, h(ȳ), samt en ny lösning, u(l), till master-
problemet. Masterproblemet löses med alla kända u(l), och ger en undre gräns, samt
nya ȳ till subproblemet. Metoden avslutas d̊a den undre gränsen är lika med den övre.

3b: För ȳ = 0:
h(0) = max 4u1 + 3u2

d̊a −2u1 − u2 ≤ −2
−u1 − 2u2 ≤ −2
u1, u2 ≥ 0
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Den duala lösningen är obegränsad, med t.ex. riktningen ũ1 = 1, ũ2 = 0. Ingen övre
gräns f̊as. Benderssnittet blir ett till̊atenhetssnitt: 0 ≥ 4− 2y, dvs. y ≥ 2.

Benders masterproblem:
min q
d̊a y ≤ 2

y ∈ {0, 1, 2}

Den enda till̊atna lösningen är y = 2. Ingen undre gräns f̊as.

För ȳ = 2:
h(2) = max −u2 + 4

d̊a −2u1 − u2 ≤ −2
−u1 − 2u2 ≤ −2
u1, u2 ≥ 0

.

Grafisk lösning ger u1 = 2, u2 = 0 (och x1 = 0, x2 = 0) med h(2) = 4. Benderssnittet
blir q ≥ 8− 2y.

Benders masterproblem:
min q
d̊a y ≤ 2

q ≥ 8− 2y
y ∈ {0, 1, 2}

Den bästa lösningen är y = 2 med q = 4.

Vi har nu 4 ≤ v∗ ≤ 4, s̊a optimum är funnet. Den bästa funna till̊atna lösningen är
y = 2, med x1 = 0 och x2 = 0.

(Som synes ett d̊aligt exempel, men metoden fungerar änd̊a.)

Uppgift 4

4a: Den primala lösningen är inte optimal: Mer exakt, varje dualt bivillkor som inte
är uppfyllt motsvarar en reducerad kostnad i primalen som har fel tecken.

4b: Reducerad kostnad: ĉj = cj−aTj y: ĉ1 = 20−2−9−8 = 1 > 0, ĉ2 = 9−2−3−4 = 0.

Ökning av x1 skulle ge (lika stor) ökning av m̊alfunktionsvärdet, medan ökning av x2
inte ändrar m̊alfunktionsvärdet. Välj x1.

4c: Vi vill finna maxj ĉj = maxa c(a)− aT y, vilket blir
max 4a1 + 4a2 + 4a3 − a1 − 3a2 − 2a3 = 3a1 + a2 + 2a3
d̊a 3a1 + 2a2 + a3 ≤ 5 och a1, a2, a3 ≥ 0.

Lösning av LP-relaxationen (med metoden i boken) ger a1 = 0, a2 = 0, a3 = 5, med
m̊alfunktionsvärde 10. En bra kolumn ges allts̊a av aT = (0, 0, 5).

4d: Kolumngenerering används i Dantzig-Wolfedekomposition för att skapa nya kolum-
ner i det ofullständiga masterproblemet.
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Uppgift 5 (kortfattat)

5a: För tomförpackningar blir det blir 5 000 000 variabler mellan butik och grossist,
1 000 000 variabler mellan butik och bryggeri, och lika m̊anga för fulla förpackningar åt
andra h̊allet. Detta gör att LP-problemet blir väldigt stort. Dessutom f̊as 700 binära
variabler för användande av grossister, bryggerier och mellanlager, vilket gör att m̊anga
förgreningar troligen behövs.

5b: Det vore nog bra att relaxera bivillkor s̊a att problemet separerar i ett problem per
butik. I Bendersdekomposition m̊aste man fixera samtliga binära variabler, eftersom
subproblemet m̊aste vara linjärt. (Det är osäkert om dessa angreppssätt ger effektiva
metoder.)

Uppgift 6 (kortfattat)

6a: Modellera laddningsstationerna som en sträcka med tv̊a val, antingen ingen laddning,
dvs. ingen tid/kostnad och ingen ändring av batteriniv̊an, eller laddning, dvs. den kost-
nad/tid laddningen tar, och motsvarande ökning av batteriniv̊an.

6b: Detta ger flera möjligheter vid laddningsstationerna. Man m̊aste diskretisera för
att f̊a ett ändligt antal, och detta antal blir troligen väldigt stort. Å andra sidan är det
bara vid laddningsstationerna detta händer, s̊a ökningen av lösningstid blir nog inte s̊a
v̊aldsam.

Uppgift 7 (kortfattat)

7a: Subproblemet blir ett minkostnadsflödesproblem med 1000 b̊agar. Det tar lite
längre tid att lösa med Vineopt, men troligen inte väldigt mycket längre.

7b: Masterproblemet f̊ar 50 binära variabler, och kan bli mycket sv̊arare. Dessutom
blir antalet iterationer troligen betydligt större. (Här finns en risk att Bendersdekom-
position kan bli ett d̊aligt metodval.)

Uppgift 8 (kortfattat)

Det som gjordes för hand var att flytta vissa länkar fr̊an det fordon som gör mest till
ett fordon som gör minst. Dessa länkar m̊aste givetvis ligga i anslutning till det andra
fordonets omr̊ade. Ofta är det bättre att flytta mer än en länk, t.ex. en cykel.

S̊a algoritmen m̊aste först hitta det fordon som gör mest, och det fordon som gör minst
(eller åtminstone betydligt mindre), och som har omr̊aden angränsande till det första
fordonets omr̊ade. Sedan m̊aste man hitta länkar som ligger nära gränsen mellan de
b̊ada omr̊adena, och helst en sammanhängande tur att flytta fr̊an det ena till det andra.
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