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Losningar /svar

Uppgift 1
la: Variabeldefinition: z; = 1 om paket j tas med, 0 om inte.

max z = 3x1 + 7x2 + bxg + 4x4 + 925
da bz + 1229 + T3 + 624 + 825 < 30
Tj € {0,1} for j =1,2,3,4,5

1b: Indata: ¢ : varde, ay, : vikt.

Definitioner:

Tillstand: s = den vikt (kg) som far anvindas till de k forsta paketen.
Styrning: zp = 1 om paket k tas med, 0 om inte.

OVerféringsfunktion: Sk—1 = Sk — QL.

Malfunktion: fi(si) = maxg, (ckzr + fr—1(Sk—1))-

0 < s <30 for alla k. sp >0, s5 = 30. fo(so) =0.

(Om vi réknar sy i enheter om 5 kg, blir 0 < s < 6 for alla k. s5 = 6.)
1c: Efter avrundning fas problemet

max z = 3x1 + 7xo + dxs + 4a4 + 9z5
da x1+2x9 + 23+ 24 + 225 <6
xzj € {0,1} for j =1,2,3,4,5

Iteration 1: Iteration 2:
NS0 1 2 3 4 5 6 8210 1 2 3 4 5 6
0 0O 0 OO0 0O 0 o3 3 3 3 3 3
1 -3 3 3 3 3 3 1 - 7 10 10 10 10
fi(s1) |0 3 3 3 3 3 3 fa(s2) |O 3 7 10 10 10 10
Z1(s1) 0 1 1 1 1 1 1 Za(s2) |0 0 1 1 1 1 1
Iteration 3: Iteration 4:
r$3|10 1 2 3 4 5 6 8410 1 2 3 4 5
0 0 3 7 10 10 10 10 0 0 5 8 12 15 15 15
1 - 5 8 12 15 15 15 1 -4 9 12 16 19 19
fa(s3) |0 5 8 12 15 15 15 fa(s4) |O 5 9 12 16 19 19
Z3(s3) |0 1 1 1 1 1 1 Z4(s4) |0 0 1 0 1 1
Iteration 5:
8510 1 2 3 4 5 6
0 0 5 9 12 16 19 19
1 - 9 14 18 21 25
fs(s5) |0 5 9 14 18 21 25
Z5(s5) |0 0 0 1 1 1 1




Uppnystning: s5 =6, x5 =1, s4 =4, x4 =1,83 =3, 23 =1, =2, 150 =1, 51 =0,
1 =0,50=0. 2 =25.
Svar i ord: Ta med paket 2, 3, 4 och 5. Totalt varde: 25.

1d: Loésningen (0,1,1,1,1) véger 33 kg, vilket ar mer &n 30 kg, sa den &r inte tillaten.
Eftersom varje paket vager mer dn 3 kg, blir I16sningen tillaten om vi tar bort ett paket.
Smartast ar da att ta bort det som har minst virde, dvs. paket 4. Det ger foljande
16sning: Ta med paket 2, 3 och 5. Totalt virde: 21. Den tillatna l6sningen ger undre
grins 21. Om vi visste att riktiga optimum var tillatet i det modifierade bivillkoret
skulle vi fa en &vre grans pa 25, men det vet vi tyvarr inte.

le: Anvéind kolumnen med s; = 5 i uppgift c. Nysta upp: s5 =5, x5 = 1, s4 = 3,
1'4:0, 83:3, 1‘3:1, 82:2, 562:1, 81:0, 561:0, 80:0. z = 21.
Svar i ord: Ta med paket 2, 3 och 5. Totalt varde: 21.

Denna 16sning vager 27 kg, vilket &r mer &n 25 kg, sa den ar inte tillaten. Paketet med
minst virde i 16sningen ar paket 3, sa vi tar bort det, och far féljande 16sning: Ta med
paket 2 och 5. Total vikt: 20. Totalt viarde: 16. Vi har en undre grians pa 16.

Uppgift 2

min z = —3.%'1 — 71’2 — 51’3 — 41’4 — 91’5
da bz + 1229 + 723 + 624 + 825 < 30
z; € {0,1} for j =1,2,3,4,5

2a: Subproblem (Lagrangerelaxation):

p(u) = min —3x1 — Txy — 53 — 424 — 925 + w (b1 + 1229 + T3 + 624 + 825 — 30) =
(5u — 3)z1 + (12u — T)x2 + (Tu — 5)z3 + (6u — 4)xs + (8u — 9)z5 — 30u
da T1,T2,T3,T4,T5 € {07 1}

F.0. se kurslitteraturen.

2b: 4 = 0.6 ger ¢(0.6) = min0.2x9 — 0.8x3 — 0.4z4 — 4.225 — 18 da =1, z2, T3, T4, 25 €
0,1},

vilket har 16sningen z1 egal, zo = 0, x3 =1, 24 = 1, x5 = 1, och ¢(0.6) = —23.4, vilket
ger v = —23.4. Subgradient: £ = -9 >0om x; =0och £ = —4 >0 om z; = 1, sa sétt
21 = 1. Losningen tillaten och v = —21.

u = 0.7 ger ¢(0.7) = min 0.5z + 1.4z9 — 0.123 + 0.2z4 — 3.4x5 — 21 da x9,x3, x4, x5 €
(0,1},

vilket har 16sningen 1 =0, 29 =0, x3 =1, x4 = 0, x5 = 1, och ¢(0.7) = —24.5, vilket
inte forbattrar undre gransen. Vi far subgradient £ = —15 < 0, 16sningen tillaten, men
Ovre gransen forbéttras inte.

u =1 ger (p(l) = min 2z1 + 5xo + 2x3 + 224 — x5 — 30 da x9, x3, T4, T5 € {0, 1},

vilket har 16sningen 27 = 0, 3 = 0, 3 = 0, x4 = 0, x5 = 1, och p(1) = —31, vilket
inte ger en béattre undre gréns. Vi far subgradient £ = —22 < 0, 16sningen tillaten, men
Oovre gransen forbattras inte.

Bésta granser: —23.4 < v* < —21. Gréanserna visar inte huruvida vi har funnit opti-
mum.



2c: Vi vill alltsa att minimering av (5u —3)x1 + (12u— 7)xo + (Tu — 5)x3 + (6u — 4)xs +
(8u — 9)x5 ska ge 16sningen x9 = 0, x2 = 1, z3 = 1, 24 = 0, x5 = 1. Detta kraver att
(bu—3) >0, (12u—7) <0, (Tu—5) <0, (bu—4) >0 och (8u—9) <0, dvs. u > 3/5,
u<T7/12,u <5/7,u>2/3 och u <9/8, vilket saknar 16sning (ty 7/12 < 8/12 = 2/3).
Vi har alltsa inte styrbarhet.

Uppgift 3

3a: Dantzig-Wolfe: Subproblemet aterfinnes ovan (men med 0 < x < 1 istéllet for
x € {0,1}, vilket inte gér nagon skillnad). Masterproblemet blir

max ¢

da ¢< —3x§l) — 7:rgl) - 51‘&” — 4@@ — 91’?}) + u(5x§l) + 12.%&“ + 7:L'§,l) + GxEP + Sxél) —30) for allal

u>0

Metoden itererar mellan subproblemet och masterproblemet. Subproblemet 16ses for
givna vérden pa wu, och ger en undre grins, ¢(u), samt en ny lésning, 0 till mas-
terproblemet. Masterproblemet loses med alla kinda (), och ger en Gvre grins, samt
nytt @ till subproblemet. Metoden avslutas da den undre grénsen &r lika med den Gvre.
Da ldser man ut den duala l6sningen, A, till masterproblemet, och skapar den optimala
16sningen som Y, \jz(®).

3b: Punkten (0, 0, 1, 1, 1) ger snitt: ¢ < —18 — 9u.
Punkten (1, 0, 1, 1, 1) ger snitt: ¢ < —21 — 4u.
Punkten (1, 1, 1, 1, 1) ger snitt: ¢ < —28 + 8u.

Masterproblemet blir alltsa

Upy = max ¢
da ¢< —-18—9u (1)
g< —21—4u (2)
g< —28+8u (3)
u> 0

Inséttning av den foreslagna 16sningen u = 7/12 ger ¢ < —93/4 = —23 1/4 i forsta
snittet, ¢ < —70/3 = —23 1/3 i andra snittet, och ¢ < —23 1/3 i tredje snittet. Det
visar att snitt 2 och 3 &r aktiva i den punkten, och eftersom en av den har positiv
lutning och den andra negativ lutning, maste det vara maximum. (Om vi minskar u,
ser snitt 3 till att virdet pa ¢ minskar. Om vi 6kar wu, ser snitt 2 till att vardet pa ¢
minskar.) (Grafisk 16sning duger ocksa som motivation.)

Vi far alltsa v = vpyr = —23 1/3.
LP-dualen av masterproblemet blir

VDM = min —18)\1 — 21)\2 - 28)\3
da 9N +4X2 —8A3 >0
AMFA+A3=1
A, A2, Az > 0

Komplementaritet ger A\; = 0 (eftersom snitt 1 inte ar aktivt) samt 4\y — 8\3 = 0
(eftersom u > 0), dvs. samt Ay = 2\3. Tillsammans med A2 + A3 = 1 ger detta
)\2 = 2/3 och /\3 = 1/3.



Den optimala primala losningen blir 2 = Az + X323 = 2/3(1,0,1,1,1)+1/3(1,1,1,1,1) =
(1,1/3,1,1,1). (Extrakoll: Inséttning ger att bivillkoret ar uppfyllt med likhet.)

Uppgift 4

4a: Subproblemet (for fixerat y):

Y(y)= min —bx; — 3xy — 223 + 10y + 124
da r1 + x2 + x3 < 24331 +2y2 (1)
1 + 2% < 3 (2)
1, T, T3 > 0

LP-dualen av subproblemet:

P(y) =max (=2 — 3y1 — 2§2)u1 — up + 1071 + 127

da —up—us < =5
—Uur — 2U2 S -3

—u < =2

up,ug >0

De duala bivillkoren kan skrivas U = {u > 0 : uj + ug > 5,u1 + 2ug > 3,u; > 2}.

Benders masterproblem:

min ¢
da ¢ > (10 — 3u)yy + (12 — 20y — 20l — 3ul for alla i
y1,y2 € {0,1}

Metoden itererar mellan subproblemet och masterproblemet. Subproblemet 16ses for
givna virden pa y, och ger en dvre grans, h(y), samt en ny losning, u®, till master-
problemet. Masterproblemet 16ses med alla kiinda u(®, och ger en undre griins, samt
nya g till subproblemet. Metoden avslutas da den undre gransen &r lika med den 6vre.

4b: For g = (0,0): ¢(y) = max —2u; — 3ug da u € U.
Losningen &r u; = 5, ug = 0, med med ¥ (y) = —10, vilket ger v = —10. Benderssnittet
blir ¢ > —5y1 + 2y2 — 10.

Benders masterproblem:

min ¢
da g > —5y1 + 2y2 — 10
Y1,Y2 € {07 1}

Den bésta losningen &ar y; = 1, yo = 0 med ¢ = —15. Vi har nu —15 < v* < —10.

For g = (1,0): 9(y) = max —bu; —3uz + 10 da v € U.
Losningen ar u; = 2, ug = 3, med med ¢ (g) = —9, vilket inte forbéttrar Gvre gransen.
Benderssnittet blir ¢ > 4y; + 8y» — 13.

Benders masterproblem:
min g
da ¢ > —b5y; + 2y — 10
q > 4y1 +8yz — 13
Y1,Y2 € {O’ 1}



Problemet kan 16sas genom att stoppa in de fyra mdéjliga y-l6sningarna i de tva snitten
och valja den bésta, vilket blir 4y; = 0 och y2 = 0, med ¢ = —10, vilket ger v = —10.
Vi har nu —10 < v* < —10, vilket visar att optimum har uppnatts.

Det var y = (0,0) som gav ¢(y) = —10. Da var enbart det forsta duala bivillkoret
aktivt, sa komplementaritet ger xo = 0 och x3 = 0. Dessutom var u; > 0, sa bivillkor
1 i subproblemet maste vara aktivt, vilket har ger x; = 2 (eftersom allt annat &r noll).

Den optimala 16sningen ar alltsa x1 = 2, zo = 0, x3 = 0 samt y; = 0 och yo = 0, med
v* = —10. Svar i ord: Tomten ska inte ta med nagra extra renar, de ar for dyra i drift.

Han fokuserar pa julklappar av typ 1.

4c: Genom att rita upp det tillatna omradet till dualen av subproblemet, ser man
att duala bivillkor 2 och 3 &r redundanta, och att U bara har tva extrempunkter.
(Det var de vi fick under 16sningens gang.) Man kan se att subproblemet aldrig kom-
mer att sakna lOsning, oavsett hur vi fixerar y, sa LP-dualen kommer aldrig att fa
obegrinsad 16sning, dvs. extremriktningarna i dualen ger inga snitt. Det betyder att
det fullstandiga masterproblemet enbart har tva snitt.

Uppgift 5

5a: En bil: Nod 2 och 4 har udda valens. Dubblering av bagarna (1,2) och (1,4) &r
billigaste séttet att ge alla noder jamn valens. Kostnaden for turen blir 61 + 9 = 70.
Tiden blir 70, och fasta kostnaden 10. Malfunktionsvardet blir da 70 + 10 + 70 = 150.

5b: Tva bilar: Troligt bra uppdelning:

Bil 1: Tur 1-2-5-6-3-2-1. Kostnad: 34. Tid: 34.

Bil 2: Tur 1-4-7-8-5-4-1. Kostnad: 36. Tid: 36.

Fast kostnad: 20. Maxtid: 36. Malfunktionsvéardet blir nu 34 + 36 + 20 + 36 = 126.

5c¢: Tre bilar: Troligt bra uppdelning:

Bil 1: Tur 2-5-6-3-2. Kostnad: 24. Tid: 24.

Bil 2: Tur 4-7-8-5-4. Kostnad: 28. Tid: 28.

Bil 3: Tur 1-2-1-4-1. Kostnad: 18. Tid: 18.

Fast kostnad: 30. Maxtid: 28. Malfunktionsvardet blir nu 24 +28 + 18+ 30+ 28 = 128.

5d: Totala kostnaden blir ldgst for tva bilar. (Uppdelningen &r inte sikert den bésta,
sa 10sningen ar inte sikert optimal.)

Uppgift 6 (kortfattat)
Modellbeskrivning: se projektinformationen.

Forenklingar: Fixera bort vissa fasta kostnader, dvs. heltalsvariabler, genom att i forvéag
bestdmma vissa saker (vissa grossister/bryggerier ska inte ha tomglashantering, vissa
mellanlager ska byggas). Klumpa ihop butiker som ligger ndra varandra till en nod.
Ta bort bagar som motsvarar langa transportavstand (dvs. bestam i forvig att inget
ska skickas ddr). Man kan bestamma att butiker bara far leverera till vissa narbeldgna
grossister, bryggerier, mellanlager.

Observera att huvudresultatet &r om och vilka mellanlager som ska byggas, inte exakt
hur flodet ska ga. Flodet behovs mest for att evaluera kostnaden for varje utbuggnad-



salternativ.

Utvidgningar: Flera butiker. Mangdubblar flédesvariablerna. Flera olika sorters tom-
forpackningar (flaskor, burkar). Férdubblar antal flodesvariabler och de flesta bivillkor.
(Fragan dr om de fasta kostnaderna ar gemensamma eller separata for de olika sorterna.)
Andra och fler omvandlingsfaktorer, fler mdéjligheter att kopa och sédlja olika saker
(tomforpackningar, fulla férpackningar mm), dvs. mer interaktion med det omgivande
sambhaéllet, samt olika straffkostnader pa olika hantering, &r exempel pa utvidgningar
som inte gér modellen mycket svarare att losa.

Uppgift 7 (kortfattat)

Akaren bor forst bestimma vilken viig han/hon ska ta. Det kan antingen ske fore den
andra optimeringen, eller samtidigt. Gor man det samtidigt, behovs tva tillstandsvariabler,
och alla kombinatoner av dem maste undersokas. Rimligen finns dock inte valdigt
manga olika vigar att vélja pa. Sedan behdvs information om de olika vigsegmenten
langs vagen. Darefter ar det bara att kora programmet.

Uppgift 8 (kortfattat)

Starta med ingen utbyggnad (y = 0). Satt kapaciteter i ndtverket. Los med Vineopt.
Las ut totalkostnad, reducerade kostnader och rakna ut duala konstanten. Notera Gvre
grans. Berdkna [ fran de reducerade kostnaderna och beridkna koefficienterna i Ben-
derssnittet. Tillfor Benderssnittet till foregaende masterproblem och 16s med GLPK.
Las ut malfunktionvarde, y-16sning och notera undre grans. Modifiera kapciteterna i
natverket m.h.a. y. Los med Vineopt. Iterera tills 6vre grans och undre grans ar lika,
eller nara nog.

Uppgift 9 (kortfattat)

Gor en forsta uppdelning av bagar pa fordon. Finn en bra tur for varje fordon
m.h.a. 16saren for lantbrevbararproblemet. Forbattra losningen iterativt med Snow-
plan. Berdkna totalt malfunktionsviarde och avgoér om forbéttring har fatts.

Identifiera det fordon, A, som tar liangst tid, samt det eller de fordon, B, som tar
kortast tid (egentligen som kan gora mer utan att maxtiden 6kas). Flytta bagar fran
fordon A till fordon B, om de &r anslutande turer. Annars flytta bagar fran fordon
A till fordon C, och sedan fran fordon C till fordon B. Det ar ocksa intressant att
forsoka forbattra tilldelningarna pa andra sitt, sadant som Snowplan verkar ha missat.
Generellt sett kan man forsoka undvika udda valens i tilldelningarna. Det ar ocksa
osannolikt att icke-sammanhéngande bagméngder ger en bra tillordning. (Losaren i
Vineopt/Snowplan ger optimal 16sning for lantbrevbararprpblemet om de nédvéndiga
bagarna bildar en sammanhéngande méngd.)

Las in uppdelningen i Snowplan, och lat Snowplan férsoka forbéttra 16sningen. Upprepa
tills nojd.



