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Uppgift 1

la: Variabeldefinition: z; = 1 om objekt j byggs, 0 om inte.

max z = 10x1 + 8xo + Txs + 4x4 + 85

Losningar /svar

da 3z +4z9 + 223+ x4 + 325 < 10

z; € {0,1} for j =1,2,3,4,5

1b: Indata: ¢ : intéakt, ai : kostnad.

Definitioner:

Losning till tentamen
2019-08-27

Tillstand: s = den kostnad (mkr) som far anvéndas till de k forsta objekten.

Styrning: zx = 1 om objekt k byggs, 0 om inte.
Overforingsfunktion: sp_1 = s — apxk.
Malfunktion: fi(sx) = maxy, (cxxr + fo—1(Sk—1)).

0 < s, < 10 for alla k. so > 0, s5 = 10. fo(so) = 0.

1c:
Iteration 1:
8110 12 3 4 5 6 7 8 9 10
0 o o o0 o o o0 o o o0 o0 o0
1 - - - 10 10 10 10 10 10 10 10
fi(sy) /O 0O O 10 10 10 10 10 10 10 10
Z1(s1) |0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
Iteration 2:
8210 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0O 0 0 10 10 10 10 10 10 10 10
1 - - - - 8 &8 8 18 18 18 18
fa(s2) |O O O 10 10 10 10 18 18 18 18
Za(s2) |]O O O O O O O 1 1 1 1
Iteration 3:
rx3$3/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0O 0 0 10 10 10 10 18 18 18 18
1 - -7 7 T 17 17 17 17 25 25
fa(sz) |O 0O 7 10 10 17 17 18 18 25 25
Z3(s3) |0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1




Iteration 4:

84|10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 0 7 10 10 17 17 18 18 25 25
1 - 4 4 11 14 14 21 21 22 22 29
fa(sq4) |O 4 7 11 14 17 21 21 22 25 29
Z4(s4) O 1. 0 1 1 0o 1 1 1 0 1
Iteration 5:
8|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 4 7 11 14 17 21 21 22 25 29
1 - - - 8 12 15 19 22 25 29 29
fs(ss) |O 4 7 11 14 17 21 22 25 29 29
Z5(ss) O 0O O 0O O O O 1 1 1 0

Uppnystning: s5 =10, x5 =0, s4 =10, 24 =1,53 =9, 23 =1, 89 =7, 20 =1, 51 = 3,
r1 =1, =0. 2=29.
Svar i ord: Bygg objekt 1, 2, 3 och 4, men inte 5. Total framtida intakt: 29.

1d: Anvéand kolumnen med s; = 9 i uppgift c. Nysta upp: s5 =9, z5 = 1, s4 = 6,
ra=1,83=95,23=1,50=3,20=0,81=3,21=1,5=0. 2=29.
Svar i ord: Skillnaden ar att objekt 5 ersétter objekt 2. Totalt varde: 29.

Uppgift 2

2a: Subproblem (Lagrangerelaxation):

o(u) = min —10x1 — 8zg — Txg — 4xg — 8x5 + u(3x + 429 + 223 + 4 + 325 — 9) =
(Bu —10)z1 + (4u — 8)x2 + (2u — Txs + (u — 4)x4 + (B3u — 8)x5 — Yu
da xr1,T2,T3,%4,T5 € {O, 1}

F.0. se kurslitteraturen.

2b: 4 =0 ger p(0) = min —10x1 — 8x9 — Tx3 — 44 — 825 da z € {0,1},
vilket har 16sningen =1 =1, x9 =1, 23 = 1, x4 = 1, x5 = 1, och ¢(0) = —37, vilket ger
v = —37. Subgradient: £ =4 > 0 sa losningen ar inte tillaten och ingen 6vre gréns fas.

u =2 ger ¢(2) = min —4x; — 3x3 — 2x4 — 225 — 18 da = € {0, 1}, vilket har 16sningen
x1 =1, 29 =0 (eller 1), z3 = 1, 24 = 1, 5 = 1, och ¢(2) = —29, en béttre undre
grans, v = —29. Vi far subgradient £ = 0, 16sningen tillaten, 6vre grans —29.

u =3 ger p(3) = min —xq + 4xe — x3 — x4 + x5 — 27 da x € {0, 1}, vilket har 16sningen
x1=1,290=0,23 =1, 24 =1, 5 = 0, och ¢(3) = —30, inte en battre undre gréns.
Vi far subgradient £ = —3 < 0, 16sningen tillaten, ger 6vre grians —21.

u = 4 ger ¢(4) = min2z; + 8xy + x3 + 4w5 — 36 da z € {0,1}, vilket har 16sningen
21 =0,290 =0, 23 =0, 24 = 0, x5 = 0, och ¢(3) = —36, inte en battre undre grans.
Vi far subgradient £ = —9 < 0, 16sningen tillaten, ger inte béttre 6vre gréans.

Basta granser: —29 < v* < —29. Gréanserna visar att vi har funnit optimum.
2c: Vi vill alltsa att minimering av (3u — 10)x1 + (4u — 8)za+ (2u — T)zs + (u —4)zs +

(3u — 8)x5 ska ge 16sningen x1 = 1, 9 = 0, z3 = 1, 4 = 1, x5 = 1. Detta kraver att
(3u—10) <0, (4u—8) >0, (2u—7) <0, (u—4) <0, (3u—8) <0, dvs. u < 10/3,



u>2,u<7/2 u<4, u<8/3, vilket ger u > 2 och u < 8/3 vilket har 16sning, t.ex.
u = 7/3. Vi har alltsa styrbarhet.

Uppgift 3

3a: Dantzig-Wolfe: Subproblemet aterfinnes ovan (men med 0 < z < 1 istéllet for
x € {0, 1}, vilket inte gér nagon skillnad). Masterproblemet blir

max ¢
da ¢< —10:65” — 89351) — 7z§l) — 4xil) — ng)—{—
u@Bal + 420 + 220 + 20 + 321 — 9) for alla 1
u>0

Metoden itererar mellan subproblemet och masterproblemet. Subproblemet 16ses for
givna virden pa u, och ger en undre grins, (@), samt en ny l6sning, =, till mas-
terproblemet. Masterproblemet 16ses med alla kénda (), och ger en Gvre griins, samt
nytt @ till subproblemet. Metoden avslutas da den undre grénsen &r lika med den 6vre.
Da laser man ut den duala 16sningen, A, till masterproblemet, och skapar den optimala
16sningen som 3, \jz(®).

3b: Punkten (1, 1, 1, 1, 1) ger snitt: ¢ < —37 + 4u.
Punkten (1, 0, 1, 1, 1) ger snitt: ¢ < —29.

Punkten (1, 0, 1, 1, 0) ger snitt: ¢ < —21 — 3u.
Punkten (0, 0, 0, 0, 0) ger snitt: ¢ < —9u.

Masterproblemet blir alltsa

Upp — mmax g

da ¢< =37+4u (1)
q< —29 (2)
g< —21-3u (3)
7< —u (3)
u> 0
Snitt 1 samt 2 eller 3 ar aktiva i maximum, som fas i v = 2, med ¢ = —29 eller i

u=8/3, med ¢ = —29. Vi far alltsa v = vpyr = —29. Vi har tidigare fatt v = —29, sa
vi behover inte 16sa nagot mer subproblem.

LP-dualen av masterproblemet blir

VDM = min —37)\1 — 29)\2 — 21)\3

da —4X +3X3+9N >0
MF+X+A3+M=1
A1, A2, A3, >0

Komplementaritet ger Ay = 0 (eftersom detta snitt inte &r aktivt) samt A3 = 0 eller
A2 = 0. Vi har dven —4X\; + 33 = 0 (eftersom u > 0), dvs. A3 = 4/3 A\;. Om
vi satter A3 = 0, fas Ay = 0, samt Ao = 1. Den optimala primala l6sningen blir da
= z® =(1,0,1,1,1).

Om vi sétter Ao = 0, och har \; + A\3 = 1, fas \y = 3/7 och A3 = 4/7. Den optimala
primala 16sningen blir da z = Az + A3z = 3/7(1,1,1,1,1) +4/7 (1,0,1,1,0) =
(1,3/7,1,1,3/7).

(Extrakoll: Insdttning ger att bivillkoret ar uppfyllt med likhet.)



Uppgift 4

4a: Modell:
v* =min —10x1 — 8xe — Txg — day — 8x5 + Ty
da 3x1 +4x0 4+ 203+ x4 + 35 — 4y < 9
X1,X2,X3,T4,T5 < 1
T1, T2, T3,T4,T5 = 0
Yy € {0’ 1}
4b: Subproblemet (for fixerat y):
w(g) =min —10x; — 8xg — 723 — 4wy — 8x5 + 7Y
da 3x1 +4xo + 223+ x4+ 35 < 9+ 4y
T1,X2,T3,T4,T5 < 1
r1,T9,23,T4,x5 > 0

LP-dualen av subproblemet:

Y(g) =max (=9 —4g)ug — u1 — ug — uz — ug — Uz + 7Yy

da —3UO — Ul § —10
—4UO — U2 S -8

—QU,O —uz < -7

—ug—uy < —4

—3’LLO — Uy S -8

UQ, U1, U2, U3, Ug, U5 > 0

De duala bivillkoren kan skrivas som U = {u : 3ug + u1 > 10, 4ug + uz > 8, 2ug + ug >
T,uo + ug > 4, 3ug + us > 8, ug, u, uz, uz, ug, us > 0}.

Benders masterproblem:
min ¢
da ¢> (77— 4uél))y — 9uél) — ugl) — ugl) — ugl) — ufll) — uél) for alla (
y €4{0,1}

Metoden itererar mellan subproblemet och masterproblemet. Subproblemet 16ses for
givna viirden pa y, och ger en 6vre grins, h(7), samt en ny l6sning, u(®), till master-
problemet. Masterproblemet loses med alla kiinda u(), och ger en undre gréns, samt
nya g till subproblemet. Metoden avslutas da den undre gransen &r lika med den Gvre.

4b: For y = 0: Primalt:
I/J(g) =min —10x7 — 8xo — 7wz — 4x4 — 85
da 31 +4x0+ 223+ x4+ 325 < 9
0<x<1

Den primala losningen till det kontinuerliga kappsécksproblemet med b = 9 blir som
foljer: x4—1b—8x3—1b—6:c1—1b—3m5—1b—0:1;2—0med
malfunktionsvarde —10 — 7 — 4 — 8 = —29.

Dualen: ¢(y) = max —9ug — u1 — ug — ug — ug — us da u € U.
Den duala l6sningen blir ug = 0, sedan ug = 2, och dérefter u1 = 4, us = 3, ug = 2,

us = 2. Detta ger ¥(y) = —29, vilket ger v = —29.

Benderssnittet blir ¢ > —y — 29.



Benders masterproblem:

min q
da g>—-y—29
y €{0,1}

Den basta losningen ar y = 1 med ¢ = —30. Vi har nu —30 < v* < —29.

Fory=1: ¥(y) = max —13up —u; —ug —uz —ug —us + 7 daueU.

Den primala I6sningen till det kontinuerliga kappsécksproblemet med b = 13 blir att
satta alla z; till 1, med malfunktionsvarde —10 —8 —7 —4 — 8 47 = —30. Den duala
16sningen blir ug = 0, och darefter u; = 10, uo = 8, u3 = 7, uqg = 4, us = 8. Detta ger
¥(g) = —30, vilket ger v = —30.

Vi har nu —30 < v* < —30, vilket visar att optimum &r uppnatt.

Den optimala l0sningen ar alltsa 1 =1, xo =1, 23 =1, x4 = 1 x5 = 1, samt y = 1.
Svar i ord: Anlita Bosses Bygg.

Uppgift 5

5a: I varje iteration genereras en ny extrempunkt till det konstanta tillitna omradet
till subproblemet, och det finns bara andligt manga.

5b: I varje iteration genereras en ny extrempunkt till det konstanta duala tillatna
omradet till subproblemet, och det finns bara dndligt manga.

5c¢: Subproblemet har bristande styrbarhet, sa optimum kanske inte ar en extrempunkt
i subproblemet, och kanske darfor aldrig fas.

5d: Subgradienten &r lutningen av den duala funktionen, sa det ar subgradienten som
multipliceras med v i snitten.

Uppgift 6

6a: En maskin: Noderna 2, 4, 6 och 8 har udda valens. Dubblering av bagarna (2,5),
(4,5), (6,9) och (8,9) ar billigaste sittet att ge alla noder jamn valens. Kostnaden for
turen blir 76 4+ 24 = 100. Tiden blir 100, och fasta kostnaden 10. Malfunktionsvérdet
blir da 100 + 100 + 10 = 210.

6b: Tva maskiner: Forslag pa uppdelning:

Maskin 1: Tur 1-2-5-4-5-8-7-4-1. Kostnad: 49. Tid: 49.

Maskin 2: Tur 3-6-5-6-9-8-5-2-3. Kostnad: 52. Tid: 52.

Fast kostnad: 20. Maxtid: 52. Malfunktionsvéardet blir nu 49 + 52 + 20 + 52 = 173.

6c¢: Tre maskiner: Forslag pa uppdelning:

Maskin 1: Tur 1-4-5-8-7-4-1. Kostnad: 36. Tid: 36.

Maskin 2: Tur 3-6-9-8-5-6-3. Kostnad: 35. Tid: 35.

Maskin 3: Tur 1-2-3-2-5-2-1. Kostnad: 42. Tid: 42.

Fast kostnad: 30. Maxtid: 42. Malfunktionsvardet blir nu 36 + 35442+ 30442 = 185.

6d: Totala kostnaden blir lagst for tva maskiner.



Uppgift 7
Riksdagssparren ger att x4 = 0.

Ta: Lagrangerelaxatlonen med forsta funktionen:

o(u) = mme(a: —¢))? +u Z:Uj m).

j=1
Foér u = 0 fas, for varje j, goj(O) = min,, (z; — ¢;)%, som har optimum for z; i det
heltal som ligger ndrmast c;. Det blir 1 = 2, 290 = 3, 23 = 3, 74 = 0, x5 = 2, med
©(0) = 0.4% + 0.4%2 + 0.32 = 0.41. Detta ger en undre grins pa 0.41.

En subgradient fas genom att stoppa in l0sningen i det relaxerade bivillkoret, vilket ger
£§E=24+34+3+2—10=0. Detta betyder att vi har delat ut precis ratt antal mandat.
Vi vill darfor inte andra wu.

Lagrangerelaxatlonen med andra funktlonen

©(u) = min, Z($ —¢j)?/cj +u ij m).
j=1
For u = 0 fas, for varje j, ¢;(0) = ming, (z; — ¢;)?/¢;, som har samma optimum som
ovan, r1 = 2, T3 = 3, 3 = 3, 24 = 0, x5 = 2, men med ©(0) = 0.42/1.6 + 0.4%2/2.6 +
0.32/1.7 = 0.214. Detta ger en undre grins pa 0.214. Aven hir fas subgradient noll.

7b: Nu ska vi finna minimum till (z; — cj)2 + ux; for varje j. Den kontinuerliga
16sningen blir CL']C = ¢; — u/2. Enligt ledningen finner vi min( La:fj, L:L‘]CJ +1).

For den andra malfunktionen ska vi finna minimum till (z; — ¢;)?/cj + ux; for varje
j. Den kontinuerliga 16sningen blir :BJCQ = ¢j — cju/2 = ¢j(1 — u/2). Enligt ledningen
finner vi min( ijcﬂ, La:]CQJ +1). Viser att det blir en additiv &ndring i forsta fallet och
en multiplikativ i andra.

Men vi vill inte &ndra u, sa inget mer behdver goras.



