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Svar och kortfattade losningar

(Dessa losningar kan anvdndas for att kontrollera huruvida man har rdtt svar.
De dr dock inte sdkert tillrackligt detaljerade for att ge full poing pa tentan.)

Uppgift 1

la: Starta med slackvariablerna i basen. Foérst blir zo inkommande och xg utgaende.
Sedan blir 3 inkommande och x4 utgaende. Déarefter fas optimum: z1 = 0, 2o = 2,
x3 = 3/4, (x4 = 0, x5 = 7/2, z¢ = 0) och z = 13. Loésning: Gor 2 st Ding 2 och
0.75 st Ding 3 per timme. Aktiva villkor dr 1 och 3, dvs. all Stoff A gar at och man
gbr maximalt av Ding 1 4+ 2. Daremot ar begransningen for Verunreinigung B inte

bindande.

1b: Lis av skuggpriserna ur optimaltablan: y; = 1, yo = 0, y3 = 4. Detta betyder att
vi tjdnar 1 kr per timme om en enhet mer av Stoff A finns tillgangligt, och 4 kr per
timme om vi far gora tre enheter av Ding 1 och 2, medan en 6kning av den tillatna
méngden Verunreinigung B inte ger nagot.

lc: z5 = 3.5 i optimallosningen, vilket ar slacket i motsvarande bivillkor. Opti-
mallésningen skulle alltsd inte &ndras om hogerledet minskades med 3.5. Eftersom
ursprungligt hogerled ar 3, kan det minska ner till noll. (En negativ 6vre gréns vore
orimlig.) Mixomax kan alltsa ga med pa att den tillatna méngden av férorening B
minskas till noll.

1d: LP-dualen blir:
min v= 95y1 + 3y2 + 2ys

da 3y1. + 2y + y3 > 2
nno— Y2 + yzs = 5

dy1 + 2y > 4

Y1, Y2, ys =2 0

Dual optimallésning ar lika med skuggpriserna: y; = 1, yo = 0, y3 = 4.

Komplementaritet: xo > 0, och duala bivillkor 2 ar aktivt. x3g > 0, och duala bivillkor
3 ar aktivt. y; > 0, och primala bivillkor 1 ar aktivt. ys > 0, och primala bivillkor 3
ar aktivt.

le: PO: Forsta LP-opt: x1 =0, z9 = 2, x5 = 3/4 och z = 13, Detta ger z = 13.
Forgrena over xj:

P2 (z3 > 1): x3 = 1. Grafisk l6sning av problemet i x; och x2 ger l6sningen z; = 0
och z9 = 1, med z = 9. Detta ar heltal, sa z = 9. Kapa.

P1 (z3 < 0): z3 = 0. Grafisk l6sning av problemet i x; och xs ger l6sningen z; = 0
och x5 = 2, med z = 10. Detta &r heltal, sa z = 10. Kapa.



Alla grenar ar avsokta, sa optimum blir 1 = 0, 2o = 2 och 3 = 0, med z = 10. Detta
krav kostar alltsa Mixomax 3 kr per timme.

Uppgift 2

2a: Forst kan man konstatera att problemet ar konvext eftersom bivillkoren &r linjéara
och f(z) ar konvex. (Visserligen adr Hessianen singulir, vilket betyder att ett egenvérde

2x1—2—2x2>

ar noll, men det andra egenvérdet &r positivt.) Vi har Vf(z) = < 90 — 1 — 9
2 —1 -2

(Man kan notera att V f(z) = 0 saknar 16sning.)

Vi ser grafiskt att det tillatna omradet har f6ljande extrempunkter: A: (0,0), B: (3,0)
och C: (0,6).

Skriv bivillkoren som gi(z) =2z + 22 — 6 <0, ga(z) = —x1 <0, g3(z) = —x2 < 0.

KKT-villkoren:
KKT1: 221 + 29 <6, 21 > 0, 29 > 0.
KKT2: u1(2x1 —+ 19 — 6) =0, ugx1 =0, ugzo = 0.

. 2.%'1 —2— 2.%'2 2 -1 0 . 0
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KKT4: u > 0.

Kontroll av punkterna: Punkt A: KKT1: OK. KKT2: u; = 0.
-2 -1 0 0
vilket ger ug = —2 och ug = —1. Ej KKT-punkt ty u; < 0 och ug < 0.

Punkt B: KKT1: OK. KKT2: uy = 0.

KKT3:(_47>+u1<f>+“3<—(1)>:<8>

vilket ger u; = —2 och ug = —9. Ej KKT-punkt ty u; < 0 och ug < 0.

Punkt C: KKT1: OK. KKT2: uz = 0.

s O (- 0)

vilket ger u; = —11 och up = —36. Ej KKT-punkt ty u; < 0 och uz < 0.
Ingen av dessa punkter ar alltsa optimal.

2b: Forutsattningen ger us = 0 och ug = 0. Kvar av KKT-villkoren blir da:
KKT1: 21 + 29 < 6. (Givet x1 > 0, 22 > 0.)
KKT2: u1(2x1 + 9 — 6) =0.
. 2.%'1 —2— 2.%'2 2 . 0
RETS: (2902—1—2951 >+“1< 1 ) - < 0>

KKT4: u; > 0.

Addition av de tva ekvationerna i KKT3 ger u; = 1. Inséttning av detta ger tva
ekvationer som bada siger x1 = xs. Eftersom u; > 0 ger KKT2 att 2z; + x5 = 6,
vilket nu ger 1 = x9 = 2. Nu &r alla KKT-villkor uppfyllda, och eftersom problemet
ar konvext, ar detta optimum: xq = 2, 29 = 2.



2c: (M = (0,0), Vf(zW) = , och bara z1 > 0 och z9 > 0 &r aktiva, sa vi far

-1
féljande LP-problem for att bestdmma sokriktningen:
miDZ:—le—dQ déogdlgl, Ogdggl

LP-optimum &r d; = 1 och dy = 1, s& vi far z(®) = (t,t) samt tppap = 2.
I denna riktning minskar f(z) linjart, och linjesdkning skulle ha gett ett odndligt stort
t, sa vi far t = 2, och z(® = (2,2).

Nu fas Vf(z?)) = < :? ), och bara det forsta bivillkoret &r aktivt, sa vi far foljande
LP-problem:

minz = —2dy —dg da 2d; +dy <0, —1<d; <0, —1<dy <1

Forsta bivillkoret ger omedelbart z > 0, sa vi har natt optimum. (LP-optimum &r t.ex.
dy =1/2 och dy = —1, vilket ger z = 0.)

Uppgift 3

3a: Det ar ett billigaste uppspénnande trad-problem som kan 16sas med Kruskals (eller
Prims) metod. Tradet blir (1,3), (1,4), (2,4), (4,6), (5,6), kostnad 18.

3b: Visoker nu den billigaste vigen fran brandstationsnoden till alla andra noder. Som
tur ar ger Dijkstras metod detta. (Det ar en smaksak om man ersitter oriktade bagar
med tva motriktade bagar, eller beaktar bada riktningarna for varje bage i algoritmen.)
Losningen kallas billigaste vagtrad.

Billigaste vagtradet fran nod 4 ar ganska ospdnnande, ndmligen direktbagarna fran nod
4 till varje annan nod. Summan av vigkostnaderna blir 21.

Billigaste vagtradet fran nod 3 bestar av direktbagarna fran nod 3 till nod 1, 4 och 6,
samt vigen 3 - 4 - 2 till nod 2 och 3 -4 -5 (eller 3 - 6 - 5) till nod 5. Végkostnaderna
till resp. nod blir 3, 4, 6, 9 och 9, sa summan av vagkostnaderna blir 31. Man forlorar
alltsa totalt 10 minuter pa detta. (Observera skillnaden mot MST, de bagar som ingar
i flera vagar réknas flera ganger.)

3c: Detta ger standardproblemet (okapaciterade) lokaliseringsproblemet, se kurslitter-
aturen, med at;; som transportkostnader.

3d: Nu blir det handelsresandeproblemet. Billigaste 1-trad blir bagarna (1,3), (1,4),
(2,5), (3,4), (3,6), (5,6), med kostnaden 25. Detta ger alltid en undre grans till det
optimala malfunktionsvérdet. I detta fall fas inte en giltig tur. (Dock fas en ganska
bra tur genom att byta ut (3,4) mot den aningen dyrare (2,4), vilket ger dvre griansen
26.)

Uppgift 4

4a: Alla bagar vars flode inte ligger pa undre eller Gvre gransen maste vara basbagar,
och dessa bagar ska ge ett uppspannande trad. I detta fall far man fér manga bagar,
sa det &r inte en baslosning. Observera speciellt cykeln 2 - 6 - 4. (En baslosning far
aldrig innehalla en cykel.)



4b: Kor maxflodesmetoden. En flodesckande vag: 3 -1 -2 - 4 - 6, kapacitet 1. Skicka.
(Samtliga bagar langs végen blir darefter fulla, eller tomma. Manga olika minsnitt
bevisar da maxfléde.)

4c: Man kan inte anvanda simplexmetoden i néatverk, eftersom man inte har en
baslosning. Cykeln som “forstor”, 2 - 6 - 4, har dock en positiv kostnad, sa genom
att ta bort en enhets flode i denna fas ett billigare flode. Alltsa, skicka en enhet vigen
2-4-6-2. Totalflédet fran nod 3 till nod 5 &r oférandrat och kostnaden har minskats
med 4.



