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Svar och kortfattade losningar

(Dessa losningar kan anvdndas for att kontrollera huruvida man har rdtt svar.
De dr dock inte sdkert tillrackligt detaljerade for att ge full poiang pa tentan.)

Uppgift 1

la: Variabeldefinition: z1: antal tomtar i en pase, zo: antal renar i en pase, x3: antal
julgranar i en pase.

Modell:
max z = 4r1 + x9 + 2x3
da 2r1 + x9 < 5 (1)
To + T3 < 3 (2)
x1 + x2 + x3 < 4 (3)
x1, x2, x3 > 0

1b: Starta med slackvariablerna i basen. Forst blir 1 inkommande och x4 utgaende.
Sedan blir 3 inkommande och xg utgaende. Déarefter fas optimum: z; = 2.5, o = 0,
x3 = 1.5, (x4 =0, 5 = 1.5, g = 0) och z = 13. Losning: Stoppa i 2.5 tomtar och 1.5
julgran i en pase, vilket ger vinsten 13 kr per pase. Alla lydioder gar at och pasen blir
full, men det blir ljudchip 6ver.

lc: Liés av skuggpriserna ur optimaltablan: y; = 1, yo = 0, y3 = 2. Att 6ka pasens
storlek verkar vara bést, att skaffa fler ljudchips sdmst.

1d: Addera 1 till malfunktionskoefficienterna for x1, 2o ch x3 i optimaltablan. xo &ar
ickebasvariabel, sa det gor ingen skillnad. For z; och x3 maste dessa ettor elimineras
med radoperationer. Detta ger dock fortfarande icke-positiva reducerade kostnader, sa
baslosningen ar fortfarande optimal. Dock minskar vinsten till 9 kr.

le: Reducerad kostnad: é7 = ¢y + a?y =1-2= -1 <0, sa nej, denna variabel ger
ingen forbattring, och bor forbli noll.

1f: PO: Forsta LP-opt: x1 = 2.5, x2 =0, z3 = 1.5 och z = 13, Detta ger z = 13.
Forgrena over xq:

P2 (21 > 3): Saknar tillaten 16sning.

P1 (z1 < 2): Sétt x; = 2. Grafisk 16sning av problemet i x5 och 3 ger 16sningen 25 = 0
och x3 = 2, med z = 12. Detta ar heltal, sa z = 12. Kapa.

Alla grenar ar avsdkta, sa optimum blir z1 = 2, 2o = 0 och 3 = 2, med z = 12. Detta
krav kostar alltsa Tomtapa 1 kr per timme.



Uppgift 2

2a: Modell:
min f(x) =221 +32x2 da0<z; <3,0< 2y <4

Uppenbarligen har detta problem origo, 1 = 0, xo = 0, som optimallésning, dvs. man
tillsétter inget av dessa kryddor.

2b: Modell:
min f(z) = 2(x1 —2)2 + (12 —2)2 — 2122 d4 0 <21 <3,0< 29 < 4

Forst kan man konstatera att problemet ar konvext eftersom bivillkoren &ar linjara och

i ) o 41 — 8 — x9
f(z) &r konvex. Vi har Vf(z) = ( 929 — 4 — 1, >

4
foljande LP-problem for att bestimma sokriktningen:

) = (0,0), Vf(x(l)) = < :8 ), och bara z1 > 0 och x5 > 0 ar aktiva, sa vi far

minz:—8d1—4d2dé0§d1§1,0§d2§1

LP-optimum &r d; = 1 och dy = 1, s& vi far z(®) = (t,t) samt tppqp = 3.
Linjesokning ger t = 3, och z(?) = (3, 3).

Nu fas Vf(z®) = ( _i ), och bara bivillkoret x; < 3 ar aktivt, sa vi far féljande
LP-problem:

miDZ:dl—dzdé —1§d1§0, —1§d2§1

LP-optimum &r d; = —1 och dy = 1, sé vi far 2 = (3—1t,3+1t) samt tyq, = 1.
Linjesokning ger t = 1/4, och 2 = (2.75,3.25).

2c: Vf(xz) = 0 ger den enda punkten z; = 20/7, zo = 24/7. Eftersom funktionen
ar konvex, ar detta ett globalt minimum, och punkten &ar faktiskt tillaten, sa det ar
optimum.

2d: Funktionen f(z) = 2(z1 — 2)% + (z2 — 2)? ar additivt separabel i z; och x9, och
eftersom bivillkoren ocksa ar det, kan hela problemet delas upp i tva en-dimensionella:
min fi(r1) = 2(x1 —2)2da0 <2 <3
min fo(z2) = (72 —2)2 da 0 < 25 < 4.

Det ar nu trivialt att inse att 1 = 2 och x5 = 2 ar optimalt.

2e: Problemet ar nu
min f(z) = 2(x1 —2)2 + (12 —2)2 — 2122 dA 0 < 27 < 3,0 < 29 < 2

Forsta delen av 1osningen i uppgift b gav di = 1 och dy = 1 och 23 = (t,t), men nu
blir #,,4; = 2. Linjestkning ger da t = 2, och () = (2,2).

Nu fas Vf(z®?) = ( :; >, och bara bivillkoret xo < 2 &r aktivt, sa vi far féljande
LP-problem:



minz:—2d1—2d2 da —1§d1 Sl, —1§d2§0
LP-optimum &r d; = 1 och dy = 0, s& vi far ) = (2 +t,2) samt typep = 1.
Linjesokning ger t = 1/2, och ) = (2.5,2).

Nu fas Vf(z(®)) = < _g 5 >, och bara bivillkoret x9 < 2 ar aktivt, sa vi far foljande
LP-problem:

minz:—2.5d2 dEOL —1§d1§1, —1§d2§0
LP-optimum &r d; = 0 och do =0, dvs. z = 0, sa vi har natt optimum.

2f: Skriv bivillkoren som g;(z) =21 —3 <0, g2(z) = 22 —2 <0, g3(z) = —x1 <0,
ga(x) = —x9 < 0.

KKT-villkoren:
KKT1: 0< 2, <3,0 < a9 < 2.
KKT2: ui(z1 —3) =0, ug(xe —2) =0, ugzy =0, ugzy = 0.
. 4$1—8—$2 1 0 -1 0 . 0
ot (57 2305 ) (g ) (1) + (0 )+ (1) ()

KKT4: v > 0.

Kontroll av punkten (2.5,2): Punkt A: KKT1: OK.
KKT2: u3 =0, uz =0, ug =0.

wacts 0 )+ (V)= (5)

vilket ger ug = 2.5 > 0. Ja, det ar en KK'T-punkt, och optimum, ty probleet ar konvext.
Uppgift 3
3a: Handelsresandeproblem, NP-svart.

Bagarna som ansluter till noderna 4, 5, 6 och 7 maste vara med (f6r dessa noder har
valens tva). Detta gor att noderna 1, 2 och 3 redan har valens tva, sa resterande bagar
far ej vara med. Nu &r 16sningen helt fixerad, och kostar 45.

2b: Ett billigaste uppspannande triad fas med Kruskals (eller Prims) metod. Tradet blir
(1,2), (1,7), (2,3), (2,4), (2,5) och (6,7), med kostnad 29. Optimala malfunktionsvérdet
ligger alltsa mellan 29 och 45.

Billigaste 1-trad blir (1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (2,5), (3,6) och (6,7), med kostnad 36.
Optimala malfunktionsvardet ligger alltsa mellan 36 och 45.

Uppgift 4

4a: Anvind Dijkstras metod, med nod 1 som startnod. Detta ger nodméarkningar for
alla noder, och man kan nysta upp bakldnges fran valfri nod.

4b: Sétt kapacitet 1 pa all bagar och finna maxfléde fran nod 1 till nod 2. Férsta
flodesbkande vég: 1 - 2, kapacitet 1. Skicka, &dndra tillaten riktning pa bage (1,2).
Andra flodesokande vag: 1-7-6- 3 - 2, kapacitet 1. Skicka, dndra tillatna riktningar.
Nu saknas flodesokande vig fran nod 1. (Minsnittet gar runt nod 1.) Alltsa finns tva



olika végar.

4c: Detta &r ett minkostnadsflodesproblem med stora kapaciteter (t.ex. 100). Alla
bagar med positivt flode blir da basbagar. Dessutom behovs en till nod 3, ta t.ex. bage
(2,3). Detta ger nodpriserna y1 =0, yo =4, y3 =7, y4 = 16, y5 = 9, y6 = 12, y; = 7.
En snabb koll av reducerade kostnader visar att denna losning &r optimal i den givna
grafen. For vinda oanvanda bagar giller foljande (vi kan bortse fran (2,1), eftersom
(1,2) redan finns, och fran (2,3) eftersom den &r basbage):

): 13 =54+ 0—7 = —2 < 0, en mojlig kandidat.

): ¢15 =6+ 0—9 = —3 < 0, en mojlig kandidat.
): éag =5+4—16= -7 <0, en bra kandidat.
): ¢32 =3+ T7—4=06>0, inte en kandidat.
): €34 =6+ 7—16 = —3 < 0, en mojlig kandidat.
): é3g =11+ 7—12 =6 > 0, inte en mojlig kandidat.

Néstan alla ger forbéttring, men vi véljer (2,4) eftersom den har mest negativ reducerad
kostnad.

(Om man skulle fortsétta 16sa problemet, skulle man skicka runt 3 enheter i cykeln 2 -
4 - 5 -2, och séinka kostnaderna med 21.)



