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Losningar

Uppgift 1

la: Infor slackvariabler xg, x7 och xg. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z x1 29 x3 x4 x5 ¢ 7 T§ b
z|1 4 -3 -3 -1 -1 0 0 0] O
ze |0 1 1 1 1 1 1 0 01100
zz|0 O O O 5 3 0 1 0] 20
rzs| 0O 2 1 1 3 4 0 0 17120
Forst blir 21 inkommande och xg utgaende.
Bas |z 1 x2 x3 T4 Ty Tg Tt s b
z|1 0 -1 -1 5 7 0 0 2 | 240
6|0 O 05 05 -05 -1 1 0 -05] 40
z7 |0 0 0 0 5 3 0 1 0] 20
z7 |0 1 05 05 15 2 0 0 05] 60

Nu blir z9 (eller x3) inkommande och xg utgaende.

Bas |z x1 x9 x3 x4 x5 x6 X7 T8 | b
z|1 0 0O O 4 5 2 0 1]320
|0 0 1 1 -1 -2 2 0 -1]| 80
xz|0 0 O O 5 3 0 1 0] 20
xw|0 1 0 0 2 3 -1 0 1] 20

Denna tabla ar optimal, sa optimallésningen blir 1 = 20, 2o = 80, 3 = 0, x4 = 0,
x5 =0, (xg =0, z7 = 20, g = 0) med z = 320. Svar i ord: Ta 20 gram vetekli och 80
gram havrekli, vilket ger fiberinnehall 320. Det forsta och tredje bivillkoret ar aktivt,
eftersom slackvariablerna ar noll. Man kan notera att sockerinnehallet blir noll, vilket
jag personligen tycker ar bra, men som andra skulle kunna ha invindningar mot.

1b: A ena sidan dr kolumnerna for z5 och z3 identiska, sa de tvéa variablerna kan aldrig
vara basvariabler samtidigt (eftersom B da inte skulel ga att invertera), sa det finns
ingen baslosning, dvs. extremldsning, med bada. A andra sidan har ickebasvariabeln
x3 reducerad kostnad noll, s man skulle kunna vélja den som inkommande, och fa en
16sning med x3 = 80 istéllet for x5 = 80. En konvexkombinaiton av optimallosningar
ar ocksa optimal, s& man kan t.ex. ta halften av varje, vilket ger x1 = 20, xo = 40,
x3 = 40, x4 = 0, x5 = 0, med samma malfunktionsvéarde.

1c: Duallosning utlast fran optimaltablan i uppgift a: y; = 2, yo =0, y3 = 1. Stoppa
in den i de duala bivillkoren och kolla. Stoppa in den och den primala l6sningen i
komplementaritetsvillkoren och kolla.



1d: Skuggpriserna (se uppgift b) ger att en 6kning av hogerledet i bivillkor 2 (socker)
inte ger nagon forbéttring, medan en enhets 6kning av hogerledet i bivillkor 3 (fungi-
cider) ger en enhets 6kning av fiberinnehallet.

le: Ny variabel z9: reducerad kostnad ég = cg —ady =2 — (g1 +ya +y3) =2 — 3 =
—1 < 0, sa ris skulle inte ge nagon forbéttring.

Uppgift 2

2a: Handelsresandeproblemet. Man kan t.ex. fa turen 1-2-5-3-4-6-8-7-9-1, vilken kostar
45. En bra relaxation &r billigaste 1-trad, vilket far kostnaden 41. Vi har alltsa en
tillaten 16sning, som ger Ovre grians pa 45, samt en undre grans pa 41, sa i varsta fall
ar var 16sning 4 dyrare &n optimum.

2b: Kinesiska brevbararproblemet. Noderna 2, 4, 7 och 9 har udda valens, och billigaste
sattet att Oka dessa ar att dubblera bagarna (2,5), (4,5) och (7,9). En optimal rundtur
ar t.ex. 1-2-5-2-8-6-5-4-5-3-4-6-7-9-8-7-9-1, vilket kostar 72+16=88. Han kommer alltsa
att kora 16 pa redan gensomsokta vagar.

2c: Da behover han bara leta pa de bagar han anvéande i uppgift a, och i en handelsre-
sandetur har alla noder valens tva, sa rundturen blir densamma. som handelsresande-
turen, och han behover inte aka pa nagon bage tva ganger.

Uppgift 3

3a: Den givna startlosningen ar tillaten och ger basbagarna (1,2), (2,5), (5,3), (5,4),
(6,4), (8,6), (9,7) och (9,8). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 6, y3 = 16, ys = 17,
ys = 11, yg = 11, y7 = 10, yg = 8, y9 = 5, och foljande reducerade kostnader: ¢i9g =0
(optimalt), ¢ag = 4 > 0 (optimalt ty = 0), ¢34 = 6 > 0 (optimalt ty =z = 0),
¢e5 = 5 > 0 (optimalt ty x = 0), é76 = 6 > 0 (optimalt ty x = 0), ég7 = 1 > 0 (optimalt
ty x = 0). Alla bagar uppfyller optimalitetskriterierna, sa 16sningen &r optimal.

3b: Nu blir ¢19 = 1 > 0, vilket inte ar optimalt. Vi vill minska x;9, som blir inkom-
mande variabel. Cykeln blir 9-1-2-5-4-6-8-9, och den storsta andring som kan goras ar
2 p.g.a. bage (1,2), sa x12 blir utgaende variabel.

Nodpriserna blir nu y; = 0, yo = 7, y3 = 17, yg4 = 18, y5 = 12, yg = 12, yy = 11,
ys = 9, yg = 6, reducerade kostnaderna ¢1o = —1 < 0 (optimalt ty z = u), ¢ag =4 >0
(optimalt ty = 0), é34 = 6 > (optimalt ty x = 0), ég5 = 5 > 0 (optimalt ty z = 0),
é76 = 6 > 0 (optimalt ty = = 0), ésy = 1 > 0 (optimalt ty = = 0). Alla bagar uppfyller
nu optimalitetskriterierna, sa lésningen ar optimal.

3c: Cgs =cg5 +yYs —ys = cg5 — 3 < 0 om cgy < 3.
Uppgift 4

4a: Skriv problemet pa standardform. gj(xz) = 1+ 22 — 1 < 0, g2(z) = —21 < 0,

n) = 02 20,970 = (127271} Vaw) = (1) Vet = (g )

4%‘2 — X1 — 1
Vygs(z) = ( _(1) > (Hessianen av f(z) &r positivt definit, och bivillkoren &r linjara, sa

problemet ar konvext.)



I startpunkten ar bivillkor 2 och 3 aktiva. Forsta LP-problemet blir
min z = —2dy —dy da dy >0, dy > 0, samt —1 <d <1,

vilket har optimallosning d = (1,1) med z = —3. Sitt 22 = (¢,). Maximal steglingd
blir 0.5 pga. bivillkor 1. Linjestkning skulle ge t = 0.75, sa vi far ¢ = ™% = 0.5 och
@ =(0.5,0.5).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir
min z = —1.5d; 4+ 0.5dy da di +do <0, samt —1 <d <1,

vilket har optimallésning d = (1, —1) med z = —2. Sitt () = (0.5+t,0.5—t). Maximal
stegléngd blir 0.5 pga. bivillkor 3. Linjesokning ger t = 0.25, sa vi far z(3) = (0.75,0.25).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir
min z = —0.75dy — 0.75dy da di +do <0 samt —1 <d <1,

vilket t.ex. har optimallosning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar = = (0.75,0.25) optimal.
Svar: Ta med 0.75 av ingrediens 1 och 0.25 av ingrediens 2.

4b: Antagandet ger uo = 0. och ugz = 0, vilket gor att KKT2 &r uppfyllt.

. 2%’1 — X9 — 2 1 o 0 . .
KKT3: <4x2—x1—1 > +u1< 1 ) = <0 ) Detta ger 221 — x9 + u; = 2 och
—x1 +4xe +up = 1. Los ut x(u): z1 = (9 —5uy)/7 och xo = (4 — 3uy) /7.

KKT1: Antagandet x1 + x2 =1 ger (9 — 5uq)/7+ (4 —3u1)/7 =1, dvs. 13 — 8u; =7,
vilket ger u; = 3/4.

KKT4 ar uppfyllt, ty uq > 0.
Sétt in uy: x1 = 3/4 och 9 = 1/4.
KKT1 ar uppfyllt, ty 1 > 0 och x5 > 0.

Nu ar alla KKT-villkoret kontrollerade och uppfyllda, vilket betyder att vara antagan-
den stdmmer och 16sningen ar optimal.

Uppgift 5

5a: Sok maximal flodesckande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-9-7-6-5-4,
med kapacitet 4. Skicka 4 enheter och &ndra tillatna riktningar. SOk ater maximal
flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-2-5-6-4, med kapacitet 3. Skicka
3 enheter och éndra tillatna riktningar. I nésta iteration kan man i Dijkstras metod

mérka/na alla noder utom 4, sa minsnittet gar runt nod 4, dvs. innehaller bagarna
(5,4) och (6,4). Maxflodet ar 7.

5b: Det kostar alltsa 1 att ga genom en nod, men inget for att ga i en bage. Generell
metod: Goér om nétverket genom att ersétta varje nod med tva noder och en bage, sa
att alla inkommande bagar gar till forsta noden och alla utgédende bagar gar fran andra
noden. Satt kostnad 1 pa dessa nya bagar och kostnad noll pa alla andra bagar. Det
betyder att ga genom en nod i ursprungliga natverket ar detsamma som att ga genom



den nyinférda bagen i det modifierade natverket.

Finn darefter billigaste vag fran nod 1 till nod 4. Anvéand Dijkstras metod, vilket ger
vagen 1-2a-2b-5a-5b-4, med kostnad 2.

Lite enklare: Antalet noder langs en véig (utan cykler) &r en mindre &n antalet bagar
(om vi inte rdknar med start och slutnod). Darfor kan man 16sa problemet genom att
hitta en vag med minimalt antal bagar. S&tt kostnad ett pa varje bage och finn kortaste
vag.

Svar: Ta vagen 1-2-5-4, vilket ger tva rangeringar.

Uppgift 6

Problemet blir

max 2521 + 40x9 da 2x1 + 3w9 < 10, 21 <4, 290 < 3, 21 > 0, 9 > 0, 21, 22 heltal.

PO: Grafisk 16sning ger 1 = 0.5, x2 = 3 och z = 132.5, vilket ger z = 132.

Forgrena 6ver x1: P1 = P0 4 (21 <0), P2 =P0 + (x; > 1).

P1: Grafisk 16sning: 21 = 0, z2 = 3, z = 120, vilket ger z = 120. Spara l6sningen och
kapa grenen.

P2: Grafisk 16sning: z1 = 1, xo = 2.67, z = 131.67, vilket ger z = 131.

Forgrena 6ver xo: P3 = P2 4 (29 < 2), P4 = P2 + (22 > 3).

P3: Grafisk 16sning: x1 = 2, 9 = 2, z = 130, vilket ger z = 130. Spara l6sningen och
kapa grenen.

P4: Saknar tillaten 16sning. Kapa grenen.

Tradet avsokt. Bésta 1osning x1 = 2, 2 = 2, med z = 130. Svar i ord: Kop 2 batar av
vardera sorten, vilket ger plats for 130 passagerare.

Uppgift 7

Ta: Efter forsta steget fas a = (3,4,5,4,7) och 8 = (3,0,0,0,3). Man kan stryka alla
nollor genom att stryka rad 3 och 5 samt kolumn 2, med minsta ostrukna element 1,
vilket gor att vi far a = (4,5,5,5,7) och g = (3,—1,0,0,3). Nu fas l6sningen z15 = 1,
xog =1, x33 =1, x40 = 1, x51 = 1, och total arbetstid blir 31.

Optimal duallésning ar o = (4,5,5,5,7) och g = (3,—1,0,0,3). Summering av du-
allosningen ger 31, sa starka dualsatsen ar uppfylld.

7b: Reducerad kostnad for position (2,1) &r éa; = co1 — ag — [1, vilket for optimal
duallésning blir éa; = 91 — 5 — 3 = ¢91 — 8, 84 for att fa o1 < 0, krdvs co; < 8, dvs.
student 2 maste bli mer &n 2 enheter snabbare for att fa jobbet.



