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Losningar

Uppgift 1

la: Kinesiska brevbérarproblemet. Om den ena noden har valens ett, maste man kora
fram och tillbaka till den noden, och stida at ena hallet (spelar ingen roll vilket), sa det
finns bara ett satt att atgirda den bagen. Darfor kan man ta bort noden och bagen,
och komma ihag tiden det tog (for att efterat addera den till totaltiden).

I exemplet elimineras noderna i féljande ordning, med kortid inom parentes: 17 (6), 16
(10), 15 (20), 14 (12), 13 (30), 18 (4), 12 (14), 1 (8), 2 (14), 8 (12). Den totala tiden
detta tar ar 130.

1b: I den aterstaende grafen har nod 6 och 7 udda valens och billigaste sittet att
hoja dessa valenser ar bagen (6,7). Vi dubblerar alltsa den, och far t.ex. foljande tur:
3-4-6-5-3-7-6-7-9-11-10-3, med kostnad 50. Tur inklusive reducerade bitar: 3-4-6-5-3-
7-6-7-8-7-9-11-12-18-12-13-14-13-15-16-15-17-15-13-12-11-10-3-2-1-2-3. Totalt avstand:
130 + 50 = 180.

1lc: For det forsta har alla bagar som reducerats bort redan korts pa tva ganger. 1
resten av grafen dubbleras alla bagar, vilket direkt ger jamn valens for alla noder, sa
inga mer bagar behover laggas till. Kostnaden for den reducerade delen blir darfor
oforandrad. I den aterstaende grafen finns en l6sning med kostnad precis tva ganger
summan av bagkostnaderna, 2 x 45 = 90, sa den totala kostnaden (avstandet) blir
90 + 130 = 220, vilket dr betydligt mindre &n 2 % 180 = 360. Aven om man bara
betraktar den ej reducerade delen blir kostnaden, 90, mindre &n 2 % 50 = 100.

Uppgift 2

Anvind Dijkstras metod. Billigaste vig-sdkning fran nod 16 till nod 5 ger bl.a. féljande
nodpriser: yl, = 30, yi, = 37, yi, = 40, y& = 40. Billigaste viig-sckning fran nod 5
till nod 16 med kostnad 3c ger bl.a. féljande nodpriser: yg = 42, y%o =24, y?, = 33,
Y3y = 54. Max av dessa tva nodpriser ger forsta tidpunkt dér bada kan vara dir:
yo = 42, y10 = 40, y11 = 37, y12 = 54. Vi ser nu att nod 11 har det ldgsta nodpriset, sa
de bor traffas dar.

Uppgift 3

Handelsresandeproblem. Néarmaste granne-heuristiken ger turen: 1-7-8-5-4-3-6-2-1,
med kostnad 35. Billigaste 1-trad ger kostnad 33, sa vi far évre grans 35 och undre
grans 33.

Uppgift 4

4a: Infor slackvariabler x4, x5, Tg och x7. Starta med slackvariablerna i basen.



Bas

z T xI9 T3 Ty x5 Te XT7 B
z|1 5 -6 -2 0 0 0 0|0
ry |0 2 2 1 1 0 0 0110
rz |0 1 1 1 0 1 0 0] 8
|0 1 0 0 0 0 1 0] 4
zw|O O 1 0 0 0 0 1] 3
Forst blir o inkommande och z7 utgaende.
Bas |z x1 20 x3 x4 x5 xg x7 b
z|1 -5 0 -2 0 O 0 6]18
ry O 2 0 1 1 0 0 -2 4
zs |0 1 0 1 0 1 0 -1]5
|0 1 0 O 0 0 1 0] 4
x|0 O 1 O O 0 0 1] 3

Sedan blir 1 inkommande och x4 utgaende.

Bas | 2z 1 xo T3 T4 Ty T Ty b
z|1 0 0 1/2 5/2 0 0 1|28
xz |0 1 0 1/2 1/2 0 0 -1] 2
xz |0 0 O 1/2 -1/2 1 0 0] 3
x [0 O 0 -1/2 -1/2 0 1 1] 2
o |0 0 1 0 O o0 o0 113

Denna tabla dr optimal, sa optimallésningen blir z1 = 2, 29 = 3, 23 = 0, (x4 = 0,
x5 =3, x6 = 2, 7 = 0) med z = 28. Svar i ord: Goéte ska ta med 2 kg branda mandlar
och 3 kg marsipangodis, vilket ger vinst 28. Det forsta och fjarde bivillkoret ar aktivt,
eftersom slackvariablerna ar noll.

4b: Skuggpriser utlasta fran optimaltablan i uppgift a: y1 = 2.5, yo = 0, y3 = 0,
ya = 1. Detta sager att okning av hogerled 1 ger vinstokning med 2.5 per enhet, och
okning av hogerled 4 ger vinstokning med 1 per enhet, medan 6kningar av hogerled 2
och 3 inte ger nagon effekt.

4c: Ny variabel zg: reducerad kostnad ¢g = CS—aSTy =4—(2y1+2y2) =4-5=-1<0,
sa spunnet socker skulle inte ge nagon forbattring.

Uppgift 5
Skriv problemet pa standardform.
g1(z) =21 —2<0, g2(x )—:1:2—2<0 g3(z) = —x1 <0, ga(x) = —22 <0,
. 4%1 — 5%2 4 0 . -1
e (B e () e (1) o= (3)
0

Vgu(z) = 1 > (Hessianen av f(x) &ar positivt definit, och bivillkoren &r linjéra, sa

problemet ar konvext.)
5a: For punkt (0, 0):

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 1 och 2 &ar inte aktiva, sa u; = 0 och ug = 0.



KKT3: <:§>+U3<_(1))+U4<_(1]> = <8> Detta ger u3 = —4 < 0 och

ug = —3 < 0, sa& KKT4 é&r inte uppfyllt. Punkten &ar inte en KKT-punkt.

For punkt (2, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2 och 3 ar inte aktiva, sa us = 0 och ug = 0.

4 1 0 0
KKT3: (_13)+u1<0>+u4<_1> = <0> Detta ger u; = —4 < 0 och

ug = —13 < 0, sa KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.

For punkt (0, 2):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 1 och 4 &r inte aktiva, s& u; = 0 och ug = 0.

—14 0 -1 0
KKTS.( 13>+U2<1>+U3( O>_(O>' Detta ger us = —13 < 0 och

ug = —14 < 0, sa KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.

For punkt (2, 2):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT2: Bivillkor 3 och 4 ar inte aktiva, sa ug = 0 och uqg = 0.

KKT3: <g>+u1<(1)>+u2<(1)>:<8> Detta ger u1 = 6 > 0 och ugy =

—3 <0, sa KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en KKT-punkt.

5b: I startpunkten &ar bivillkor 3 och 4 aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —4dy —3dy da d; > 0, do > 0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —7. Sitt (2 = (¢,). Maximal stegléngd
blir 2 pga. bivillkor 1 och 2. Linjesokning skulle ge ¢t = 3.5, sa vi far ¢t = t™* = 2 och
@ = (2,2).

Nu ar bivillkor 1 och 2 aktiva. LP-problemet blir

min z = —6dy; +3dy da d; <0, do <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (0,—1) med z = —3. Sitt ) = (2,2 — t). Maximal
steglingd blir 2 pga. bivillkor 4. Linjesckning ger t = 3/8 = 0.375, sa vi far 2(3) =
(2,13/8) = (2,1.625).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —4.125d; da d; < 0samt —1 <d <1,
vilket t.ex. har optimallosning d = (0,0) med z = 0. Alltsa &r x = (2, 1.625) optimal.
Svar: Blanda i 2 enheter Habanero och 1.625 enheter Piri-piri.

Uppgift 6

6a: Den givna startlosningen é&r tillaten och ger basbagarna (1,4), (7,4), (6,7), (2,6),
samt t.ex. (2,5) och (6,3). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 3, y3 = 8, ys4 = 10,
ys = 6, y¢ = 5, y7 = 8, och foljande reducerade kostnader: é¢15 = —3 < 0 (ej optimalt,
oka), ¢17 = —6 < 0 (optimalt ty x = u), ¢34 = 1 > 0 (optimalt ty z = 0), é¢s6 =3 > 0
(optimalt ty = = 0). Vi far 215 som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 1-5-2-6-
7-4-1, och maximal &ndring blir noll p.g.a. bage (2,5). Alltsa blir bage (2,5) utgaende.

Nu far vi nodpriserna y1 = 0, yo = 3, y3 = 8, ya = 10, y5 = 3, y¢ = 5, y; = 8, och



foljande reducerade kostnader: éo5 = 3 > 0 (optimalt ty z = 0), ¢17 = —6 < 0 (optimalt
ty x = u), ¢34 = 1 > 0 (optimalt ty z = 0), és¢ = 0 (optimalt). Alla bagar uppfyller
optimalitetskriterierna, och vi har inte dndrat flédet, sa l6sningen var optimal.

6b: Nu blir ¢;7 = 12 > 0, vilket inte ar optimalt. Vi vill minska x17, som blir
inkommande variabel. Cykeln blir 7-1-4-7, och den storsta dndring som kan goras ar 3
p.g.a. bage (1,7), sa 17 blir utgaende variabel direkt.

Vi far nu samma nodpriser och reducerade kostnader som forut, sa nu uppfyller alla
bagar optimalitetskriterierna, och l6sningen &r optimal.

6c: iy =ci7+y1 —yr=cir — 8> 0om c;7 > 8.
Uppgift 7

P0O: Grafisk 16sning ger x1 = 5.75, o = 2.75 och z = 31.25, vilket ger z = 31.
Forgrena 6ver x1: P1 = P0 4 (21 <5), P2 = P0 + (x; > 6).

P1: Grafisk 16sning: x1 = 5, x9 = 3.5, z = 30.5, vilket ger z = 30.

Forgrena 6ver xo: P3 = P1 + (29 < 3), P4 = P1 + (22 > 4).

P3: Grafisk 16sning: x1 = 5, 2o = 3, z = 29, vilket ger z = 29. Spara l6sningen och
kapa grenen.

P4: Grafisk 16sning: x1 = 4.5, o = 4, z = 30, vilket ger z = 30.

Forgrena 6ver z1: P5 = P4 + (z1 <4), P6 = P4 + (z; > 5).

P5: Grafisk 16sning: x1 = 4, x9 = 4.5, z = 29.5, vilket ger z = 29.

Kapa, ty kan ej ge béattre an z = 29.

P6: Saknar tillaten 16sning. Kapa.

P2: Grafisk 16sning: 1 = 6, 2 = 2, z = 30, vilket ger z = 30. Spara l6sningen och
kapa grenen.

Tradet avsokt. Basta l6sning x1 = 6, 9 = 2, med z = 30.
Svar i ord: Valj 6 stand med &tbara varor och 2 andra till torget.

Uppgift 8

8a: Sok maximal flédesokande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 8-1-4, med ka-
pacitet 9. Skicka 9 enheter och &ndra tillatna riktningar. Sok ater maximal flddestkande
vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 8-2-6-3-4, med kapacitet 7. Skicka 7 enheter och
andra tillatna riktningar. Sok ater maximal fldédesokande vag med Dijkstras metod. Vi
far vagen 8-2-5-6-9-7-4, med kapacitet 2. Skicka 2 enheter och &ndra tillatna riktningar.
I néista iteration kan man i Dijkstras metod mérka/na noderna 8, 1, 2, 5, 6, 9, men inte
3, 4, 7, sa minsnittet gar mellan dessa noder, 6ver bagarna (1,4), (1,7), (9,7), (6,7) och
(6,3). Maxflodet ar 18.

8b: Bage (9,2) ingar i minsnittet, vilket gor att minskat fléde i den inte kan kompenseras
genom Okat fléde i ndgon annan bage. Svar: Nej.

Uppgift 9

9a: Efter forsta steget fas o = (6,4,5,7,6) och g = (0,3,2,0,0). Man kan stryka
alla nollor genom att stryka rad 3 och 4 samt kolumn 4 och 5, med minsta ostrukna
element 1, vilket gor att vi far o = (7,5,5,7,7) och g = (0,3,2,—1,—1). Nu fas
16sningen x13 = 1, ko5 = 1, x30 = 1, 241 = 1, x54 = 1, och total kostnad blir 34.



Optimal duallosning ar o = (7,5,5,7,7) och f = (0,3,2,—1,—1). Summering av
duallésningen ger 34, sa starka dualsatsen ar uppfylld.

9b: Reducerad kostnad for position (2,1) ar éa; = co1 — ag — f1, vilket for optimal
duallosning blir ¢o1 = co1 — 5, sa for att fa ¢o; < 0 krévs co; < 5, dvs. person 1 maste
sénka sin kostnad med mer dn 8 for att fa passet. (Detta kan ocksa ses genom att
¢21 = 8 i optimala matrisen.)



