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Losningar

Uppgift 1

la: PO: Grafisk 16sning ger 1 = 20/7 =2 6/7, xo = 40/7 =5 5/7 och z = 60/7 =
8 4/7, vilket ger z = 8.

Forgrena 6ver x1: P1 = P0 + (21 <2), P2 =P0 + (x; > 3).

P1: Grafisk 16sning: x1 = 2, x9 = 4, z = 6, heltalig 16sning, vilket ger z = 6. Kapa
grenen.

P2: Grafisk 16sning: 1 = 3, zo = 5.5, z = 8.5, vilket ger z = 8 (dvs. ingen forbattring
av z.)

Forgrena 6ver xo: P3 = P2 4 (23 <5), P4 = P2 + (22 > 6).

P3: Grafisk 16sning: x; = 10/3 =3 1/3, 2 = 5, z = 25/3 = 8 1/3, vilket ger z = 8
(dvs. ingen forbéttring av z.)

Forgrena 6ver z1: P5 = P2 + (21 < 3), P6 = P2 4 (z; > 4).

P5: Grafisk 16sning: x1 = 3, o = 5, z = 8, heltalig 16sning, vilket ger z = 8.

P6: Kapa, ty z = 8 fran P2 via P3, och z = 8.

P4: Kapa, ty Z =8 fran P2, och z = 8.

Tradet avsokt. Basta l6sning 1 = 3, £9 = 5, med z = 8.
Svar i ord: Ta med tre kalsonger och fem par strumpor.

1b: Tillfér bivillkoret x1 = x9, och 16s om. PO ger direkt 1 = 4, o = 4 och z = 8.
Detta ar en heltalig 16sning, grenen kapas, och losningen ar alltsd bevisat optimal.
(Losningen blev inte sdmre.)

Uppgift 2

2a: Kinesiska brevbararproblemet. Noderna 4, 5, 6 och 8 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (4,8) och (5,6), sa dessa bagar dubbleras. En rundtur blir da
t.ex. 1-2-3-5-4-8-4-6-5-6-7-5-2-7-1, med kostnaden 53 + 7 = 60.

2b: Optimallésningen fordndras ej, ty optimeringen handlar bara om andra gangen
man gar i en bage, och alla sddana kostnader divideras med tre. Totaltiden blir dock
53+ 7/3=551/3.

Uppgift 3

3a: Anvénd Dijkstras metod. Billigaste vig-sokning fran nod 1 till nod 7 ger nodpris-
erna (0, 5, 8, 12, 13, 19, 18), vagen 1-2-4-7 med kostnad 18.

3b: En kostnad for att passera igenom en nod kommer att favorisera vigar med fa
noder, dvs. kortare vigar (i antal noder och bagar). Problemet kan lésas genom att
addera 3 varje gang man anlédnder till en nod. (Jag réknar inte med extra kostnad i
start- och slutnod, men det paverkar ju inte végen.) Nu fas billigaste vigen 1-3-7 med
kostnad 23. (Véagen 1-2-4-7 kostar nu 24.) (Observera att problemet maste 19sas om.



Gamla nodmérkningar géller inte léngre.)

3c: Fran uppgift a: y5 = 13, y7r = 18, s& c57 behdver vara mindre dn y7 — y5 = 5 for
att snabba upp resan, vilket den ar.

Uppgift 4

Handelsresandeproblem. Néarmaste-granne ger turen 5-2-1-7-6-4-8-3-5, med kostnaden
35. Billigaste 1-trad ger kostnad 32, sa vi far 6vre grins 35 och undre grans 32.

Uppgift 5

Efter forsta steget fas @ = (=7,—8,—-9,—7,—6) och 5 = (0,2,0,0,1). Man kan inte
stryka alla nollor med farre &n fem streck, sa man kan finna en tillaten 16sning direkt,
namligen 1o = 1, 203 = 1, 234 = 1, x41 = 1, 255 = 1, och total kunskap blir 34
(malfunktionsvirde —34).

Optimal duallésning &r ovanstaende. Summering av duallosningen ger —34, sa starka
dualsatsen ar uppfylld.

Uppgift 6

6a: Den givna startlosningen &r tillaten och ger basbagarna (1,3), (2,4), (2,5), (3,7) och
(4,6). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 8, y3 = 8, ys = 15, y5 = 16, yg = 19, y7 = 21,
och f6ljande reducerade kostnader: ¢j4 = —8 < 0 (optimalt ty x = u), ¢34 = —1 < 0
(ej optimalt ty z = 0), é45 = 5 > 0 (optimalt ty z = 0), és¢ = 3 > 0 (optimalt ty
x =0), ¢ = 3 > 0 (optimalt ty = 0). Vilj z34 som inkommande variabel, att oka.
Cykeln blir 3-4-7-3, och maximal &ndring blir 1 p.g.a. bage (4,7) (eller (3,7)). Vilj
bage (4,7) som utgaende. Nu far vi nodpriserna y; = 0, yo = 7, y3 = 8, ys = 14,
ys = 15, yg = 18, y7 = 21, och foljande reducerade kostnader: ¢14 = —7 < 0 (optimalt
ty © = u), é45 = 5 > 0 (optimalt ty = = 0), é&47 = —1 < 0 (optimalt ty = = u),
¢s6 = 3 > 0 (optimalt ty 2 = 0), égr = 2 > 0 (optimalt ty = 0). Alla bagar uppfyller
optimalitetsvillkoren, sa losningen &ar optimal.

6b: Andra sankstyrka till 3 for nod 5, samt infér en pseudokélla med styrka 1 och
gratisbagar till alla sénkor. Den lada som skickas fran pseudokéllan ar den som i
verkligheten inte skickas.

Uppgift 7

Skriv problemet pa standardform.
g1(z) =21 +22 -1 <0, go(x) = 21— 222 <0, g3(z) = =221+ 22 <0, ga(2) = —11 <0,
gs(z) = —22 <0,

Vi) = (g T4y ) Ve = () Ve = () va@=( 7).

Vga(z) = ( _(1) >, Vgs(z) = < _(1) ) (Hessianen av f(x) ar positivt definit, och

bivillkoren &r linjara, sa problemet dr konvext.)
6a: I startpunkten ar bivillkor 2, 3, 4 och 5 aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —4d1 - 2d2 da d1 S 2d2, dg S 2d1, dl Z 0, dg Z 0, samt —1 S d S 1,
vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —6. Sitt () = (¢,t). Maximal steglingd



blir 0.5 pga. bivillkor 1. Ledningen ger ¢ = ™% = 0.5 och z(?) = (0.5,0.5).

Nu ar bara bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —4dy da d; +do <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallésning d = (1, —1) med z = —4. Sitt () = (0.5+t,0.5—t). Maximal
steglingd blir 1/6 pga. bivillkor 2. Ledningen ger t = t™* = 1/6 och z® = (2/3,1/3).

Nu ar bivillkor 1 och 2 aktiva. LP-problemet blir

min z = —8/3d1 —2dy da di +dy <0, di <2ds, samt —1 <d <1,
vilket har optimallsning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar x = (2/3,1/3) optimal.
Svar: Blanda tva delar av sort 1 med en del av sort 2.

6b: Man kan se grafiskt att extrempunkterna &r (0,0), (1/3,2/3) och (2/3,1/3).

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT2: Bivillkor 1 ar inte aktivt, sa uq = 0.

s (e ) o 1o ()re()-(2)

Detta ger us — 2ug — ug = 4 och —2uo 4+ uz —us = 2, vilket t.ex. ger ugy = —4 + uo — 2ug
och us = —2 — 2us + u3. Om vi kréver att ug > 0, betyder det att —4 + us — 2ug > 0,
dvs. ug > 4+2ug. Detta ger us = —2—2us+uz < —2—2(4+2uz)+us = —10—3uz < 0,
om ug > 0. Detta visar att det inte finns nagon losning dér inget u ar negativt, sa
KKT4 ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en KKT-punkt.

(Om man anvénder ledningen i uppgiften, kan man sétta ug = 0 och us = 0, och direkt
fa ug = —8/3 och uz = —10/3.)

For punkt (1/3, 2/3):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2, 4 och 5 ar inte aktiva, sa us = 0, u4 = 0 och us = 0.

KKT3: ( _16/2 >+u1 ( 1 )+U3< _f > = < 8 > Detta ger u; —2ug = 16/3 och

uy +ug = —2, vilket ger u; = 4/9 och uz = —22/9, sa KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten
ar inte en KKT-punkt.

For punkt (2/3, 1/3):

KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 3, 4 och 5 &r inte aktiva, sa ug = 0, uqg = 0, us = 0.

KKT3: <_8_/;)>+u1( 1>+u2< _; > —(8) Detta ger u; + ug = 8/3 och

up — 2ug = 2, vilket ger u; = 22/9 och ug = 2/9, sa KKT4 ar uppfyllt. Punkten ar en
KKT-punkt.

Eftersom problemet ar konvext, &r punkten (2/3, 1/3) optimal.
Uppgift 8

8a: Infor slackvariabler x5, x4 och x7. Starta med slackvariablerna i basen.



Bas

zZ X1 T2 X3 T4 X5 Xg X7 B
z|1 4 -2 3 -1 0 0 0]0
z |0 1 1 1 1 1 0 0130
|0 2 3 0 0 0 1 0]12
zz |0 O 1 2 3 0 0 1]16

Forst fas x1 som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas | z o3 Ty T3 T4 Ts T Tt b
z|1 0 4 -3 -1 0 2 0|24
zz [0 0 -1/2 1 1 1 -1/2 024
x |0 1 32 0 0 0 1/2 0] 6
z7 |0 0 1 2 3 0 0O 1|16

Sedadn fas x3 som inkommande variabel och x7 som utgaende.

Bas | z a1 To X3 T4 5 Tg x7 | b
z|1 0 11/2 0 7/2 0 2 3/2 |48
zs |0 O -1 0 -1/2 1 -1/2 -1/2] 16
x1 |0 1 3/2 0 0 0 1/2 0| 6
z3 |0 0 1/2 1 3/2 0 0 1/2| 8

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 6, 2o = 0, z3 = 8, x4 = 0, (samt
x5 = 16, g = 0, 7 = 0) med v = 48. Bivillkor 2 och 3 &r aktiva.

Duall6sningen lases av i malfunktionsraden under slackvariablerna. y; = 0, yo = 2,
y3 =3/2, v =48.

Svar i ord: Det “optimala” halsbandet bestar av 6 réda och 8 grona kulor.

8b: De optimala reducerade kostnaderna ar ¢; = 0, é = —11/2 = —=5.5, é5 = 0,
¢y = —7/2 = —3.5. Rdda (x1) och grona (z3) kulor ar redan med, s de behover inte
okas. For att bla (x2) ska komma med maste den vara minst 5.5 vackrare, dvs. ha
koefficient 7.5 eller mer. For att gul (z4) ska komma med maste den vara minst 3.5
vackrare, dvs. ha koefficient 4.5 eller mer.

8c: Ny variabel xs: reducerad kostnad és = cs —aly =3 — (y1 +y2 +y3) =3 — (0 +
2+43/2) =3 —3.5=—-0.5 < 0, sa svarta kulor skulle inte ge forbattring.

Uppgift 9

Finn maxflode fran nod 1 till nod 6. Minsnittet ger da de bagar mellan nod 1 och 6
som har begriansande kapacitet, och borde byggas ut.

Losningsgang: Sok maximal flédesdkande vag med Dijkstras metod. Vi far t.ex. vigen
1-2-5-6, med kapacitet 2. Skicka 2 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bage (5,6)
blir full.) Sok ater maximal flodesbkande vig med Dijkstras metod. Vi far nu véigen
1-4-6, med kapacitet 2. Skicka 2 enheter och éndra tillatna riktningar. (Bage (4,6) blir
full.) I nésta iteration kan man i Dijkstras metod mérka/na nod 1, 2, 3, 4, 5 och 7,
men into nod 6, sa minsnittet gar mellan nod 6 och de andra, dvs. 6ver bagarna (5,6),
(4,6) och (6,7) (fel riktning). Uppmaningen &r att bygga ut vag (5,6) eller (4,6) eller
vanda den tillatna riktningen pa vég (6,7).



Uppgift 10

1. Graf 1: Alla hatar alla. Det kan bara finnas en person i varje grupp.

1. Graf 2: Alla gillar alla. Alla &r med i samma grupp.

2. Graf 1: Mojliga grupper bestar av hogst tre personer, en ur varje sammanhéngande
komponent.

2. Graf 2: De tre sammanhingande komponenterna motsvarar tre grupper (som ev.
kan slas ihop).

3. Graf 1: Man kan bilda tva grupper, dar varje grupp bestar av den ena av de
matchade noderna (eller dela upp dem ytterligare).

3. Graf 2: Man kan bilda lika manga grupper som matchade bagar, eller sla ihop flera
av dem.

4. Graf 1: Ingen ogillar nagon. Alla kan vara med i samma grupp (eller dels upp pa
valfritt sétt).

4. Graf 2: Ingen tycker nagot. Man kan bilda vilka grupper som helst.

5. Graf 1: Ur den maximala klicken kan bara en person vara med i en grupp. Det
bildas alltsd minst sa manga grupper som noder i den maximala klicken.

5. Graf 2: Den maximala klicken &r den minsta grupp som kan skapas med dessa
personer.

6. Graf 1: Personerna i den oberoende nodméngden har inget emot varandra, och kan
bilda grupp.

6. Graf 2: Personerna i den oberoende nodméangden &r inte kompisar och behover inte
vara med i samma grupp.



