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Losningar

Uppgift 1

la: Infor slackvariabler x5, xg och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z 1 22 x3 x4 x5 xg x7 b
z|1 -2 3 -1 4 0 0 0|0
zs |0 2 6 3 5 1 0 0130
|0 O O 1 0 0 1 0]12
z |0 O O O 1 0 0 1710

Forst fas x4 som inkommande variabel och z5 som utgaende.

Bas | z T T T3 T4 Ts5 Tg Tt b
z|1 -2/5 9/5 7/5 0 4/5 0 0|24
g |0 2/5 6/5 3/5 1 1/5 0 0] 6
zg | O 0 0 1 0 0 1 0]12
zz |0 -2/5 -6/5 -3/5 0 -4/5 0 1| 4

Sedan fas x1 som inkommande variabel och x4 som utgéaende.

Bas |z x1 20 x3 x4 x5 ¢ 27 b
z|1 0 3 2 1 1 0 01]30
z |0 1 3 3/2 5/2 1/2 0 0]15
¢ |0 0 O 1 0 0 1 0112
z7 |0 0 O 0 1 0 0 1/10

Nu &r tablan optimal. Optimalldsningen blir z; = 15, 9 = 0, 23 = 0, x4 = 0, (samt
x5 = 0, g = 12, 7 = 10) med v = 30. Enbart bivillkor 1 &r aktivt. Optimallésingen
ar unik. Duallésningen ldses av i malfunktionsraden under slackvariablerna. y; = 1,
y2 = 0, y3 = 0, v = 30. Svar i ord: Bestéll 15 000 bullar, ingen energidryck, ingen
saltgurka och ingen blabéarssoppa.

1b: Bivillkor 2 och 3 ar redundanta, dvs. far alltid positiva varden pa slackvariablerna,
och kan tas bort utan effekt. Vi har da i praktiken bara ett bivillkor, och far bara en
variabel som &r storre an noll, dvs. i alla optimallosningar bestalls bara en sort. Forslag:
Infér flera bivillkor, bl.a. positiva undre granser pa alla varorna. Olinjar malfunktion
kan 6vervégas, men skulle krdva en annan losningsmetod.

1c: De optimala reducerade kostnaderna ar ¢; =0, éo = =3, ¢3 = =2, ¢4 = —1. Krav
¢; > 0. Bullar (z1) &r redan med. Energidryck (z2): ca > 3 + 3 = 6. Saltgurka (z3):
c3 > 1+ 2= 3. Blabarssoppa (x4): ¢4 >4+ 1=05.

1d: Reducerad kostnad: ¢; = ¢; — a;‘-Fy. Eftersom y = (1,0,0), blir det ¢; = ¢; — ay;.
Krav ¢; > 0. Bullar (1) &r redan med. Energidryck (22): é2 =3 —a12 > 0 om ajp < 3.



Saltgurka (x3): ¢3 =1 —aj3 > 0 om a;3 < 1. Blabérssoppa (z4): ¢4 =4 — aj4 > 0 om
ays < 4.

Uppgift 2

2a: Den givna startlosningen &r tillaten och ger att basbagarna ar alla utom (2,3),
(5,6), (6,1), (8,9) och (9,1). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 4, y3 = 8, y4 = 12,
ys = 16, ye = 19, y7 = 24, yg = 29, yg = 31, y10 = 5, y11 = 20, och foljande reducerade
kostnader: éo3 = 1 > 0 (optimalt ty & = 0), és¢ = 2 > 0 (optimalt ty z = 0),
¢e1 = 29 > 0 (optimalt ty x = 0), égg = 1 > 0 (optimalt ty z = 0), ¢91 = 34 > 0
(optimalt ty = = 0). Losningen ar optimal.

2b: Nu fas ¢16 = —9 < 0 (ej optimalt ty = 0). Valj x16 som inkommande variabel,
att 0ka. Cykeln blir 1-6-7-11-5-4-3-10-1, och maximal &ndring blir 2 p.g.a. bage (3,4).
Bage (3,4) blir da utgaende. Nu far vi nodpriserna y; = 0, yo = 4, y3 = 8, ys = 3,
ys =7, ye¢ = 10, yr = 15, yg = 20, yg = 22, y10 = 5, y11 = 11, och féljande reducerade
kostnader: ¢éo3 = 1 > 0 (optimalt ty = = 0), ¢34 = 9 > 0 (optimalt ty x = 0),
¢s6 = 2 > 0 (optimalt ty x = 0), ég1 = 20 > 0 (optimalt ty z = 0), égg = 1 > 0
(optimalt ty = = 0), ¢g1 = 25 > 0 (optimalt ty = 0). Losningen &r optimal.

Uppgift 3

Anviand Dijkstras metod fran nod 1 till alla andra (och anvénd resultatet baklénges).
Vi far resultatet: yo = 4, viag 2-1, y3 = 8, vag 3-10-1, y4 = 12, vag 4-3-10-1, y5 = 15,
viig 10-6-1, yg = 10, viig 10-1, y» = 10, viig 7-9-1, ys = 6, viig 8-9-1, yo = 3, viig 9-1.

Uppgift 4

Skriv problemet pa standardform.
g1(x) =z 4+ 22 —1<0, ga(z) = 22 — 0.3 <0, g3(x) = —x1 <0, ga(x) = —22 <0,

Vi = (505 ) Ve = () ) Vet = () v = (75):

Vga(z) = ( _(1) ) (Hessianen av f(x) ar positivt definit, och bivillkoren &r linjara, sa

problemet ar konvext.)
4a: Man kan se grafiskt att extrempunkterna ar (0, 0), (0, 0.3), (0.7, 0.3) och (1, 0).

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 1 och 2 ar inte aktiva, sa u; = 0 och ug = 0.

-5 -1 0 0
KKT3: (_3)+u3< 0>+U4<_1>—(0>.
Detta ger us = —5 < 0 och uqy = —3 < 0, vilket visar att KKT4 inte ar uppfyllt.
Punkten &r inte en KKT-punkt.

For punkt (0, 0.3):

KKT1: Punkten ar tillaten.

KKT2: Bivillkor 1 och 4 ar inte aktiva, sa u; = 0 och uq = 0.
-5.9 0 -1 0

KKT3.(_2'4>+U2<1>+U3< 0>—<O>.

Detta ger ug = 2.4 > 0 och ug = —5.9 < 0, sa KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte



en KKT-punkt.

For punkt (0.7, 0.3):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 3 och 4 &r inte aktiva, sa ug = 0 och ug = 0.

-0.3 1 0 0
Detta ger u; = 0.3 > 0 och u; +us = 4.5, vilket ger us = 4.2 > 0, sa KKT4 ar uppfyllt.
Punkten dr en KKT-punkt.

For punkt (1, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2 och 3 ar inte aktiva, sa us = 0 och ug = 0.

s (3 w1 2)- ()

Detta ger u1 = —3 < 0 och u; — uyqg = 6, vilket ger uy = —9 < 0, sa KKT4 &r inte
uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.

Eftersom problemet adr konvext, &r KKT-punkten (0.7, 0.3) optimal.

4b: I startpunkten ar bivillkor 1 och 4 aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = 3d; — 6dy da dy +do <0, dy >0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (—1,1) med z = —9. Sitt 2 = (1 — ¢,¢). Maximal
steglangd blir 0.3 pga. bivillkor 2. Linjesokning skulle ge ¢ = 9/16 > 0.3, sa vi far
t =" = (.3 och (2 = (0.7,0.3).

Nu ar bivillkor 1 och 2 aktiva. LP-problemet blir

min z = —0.3d; —4.5dy da dy +do <0, dy <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (0,0) med z = 0. Alltsa &r x = (0.7,0.3) optimal.
Svar: Ta 0.7 socker och 0.3 salt.

4c: T uppgift 4a fick vi f6r punkten (0.7, 0.3) u; = 0.3, vilket tyder pa att en Skning av
hogerledet 1 bivillkor 1 med ¢ skulle ge en forbéttring av malfunktionsvérdet med 0.3¢.
Det géller dock bara lokalt. Mer &n sa kan man inte séga.

Uppgift 5
Problemet ar
max z = or1 +  Txo
da 1027 + 1b5ze < 100 (1)
1 < 7 (2)
T2 S 5 (3)
1, To > 0 heltal

PO: Grafisk 16sning ger 1 = 7, 9 = 2 och z = 49, vilket ger z = 49. Detta ar ju en
heltalig 16sning, vilket ger z = 49. Kapa grenen. Tradet avsokt. Basta losning 1 =7,
xo = 2, med z = 49. Svar i ord: Anvéand 7 normala bilar och 2 skapbilar.

Uppgift 6

6a: Problemet ar



max z= 3x1+ 2x9+4x3+ 4x4 + 325
da 4x1 4+ 3x9 + 223 + 314 + 225 < 5
z; € {0,1}Vy

6b: Metod: Finn max(cj/a;), oka x;, fortsatt tills kappsécken ar full. Kvoter: z; :
3/4=0.75,22:2/3~0.67, x3:4/2 =2, x4:4/3 ~1.33, x5 : 3/2 = 1.5. Rangordning:
T3, Ts, Ta, T1, To. Sitt 23 = 1, b =5—2 = 3, siitt x5 = 1, b = 3 — 2 = 1, sitt
x4 =1/3, b=1-1= 0, kappsécken full, satt 1 = 0, xo = 0. Detta ger LP-16sningen
(0,0,1,1/3,1) med z = 25/3 ~ 8.33.

6c: LP-optimum ger 6vre grans 8. Avrundad 16sning blir (0,0,1,0,1) med z = 7, vilket
ger undre grans 7, Var losning ar alltsa hogst en enhet fran optimum.

Uppgift 7

7a: Man vill finna billigaste uppspannande trad. Anvand Prims eller Krukals metod.
Tréadet blir (1,6), (2,5), (3,6), (4,6), (4,7), (5,6), med kostnad 38.

7b: Handelsresandeproblem (med aterbesok). Bagarna (1,6) och (4,7) maste koras
fram och tillbaka, och kan darfor elimineras, kostnaden blir 22 for dem. (Detta géller
dven relaxationen.)

I den aterstaende grafen har noderna 2 och 4 valens 2, vilket gér att bada bagarna till
dessa noder bor anvéindas. Lagg till bage (2,3) sa har vi en rundtur, 1-6-5-2-3-4-7-4-6-1,
med kostnaden 61.

Billigaste 1-trad (med eliminering av (1,6) och (4,7)) med nod 2 som “nod 1”7 ger
kostnad 56, sa vi far 6vre grans 61 och undre grans 56.

7c: Finn maxflode fran nod 5 till nod 1. Minsnittet ger da de gator som har begransande
kapacitet, och borde byggas ut. Losningsgang: Stk maximal flédesdkande vig med
Dijkstras metod. Vi far vagen 5-6-1, med kapacitet 10. Skicka 10 enheter och &ndra
tillatna riktningar. (Bage (5,6) blir full.) So6k ater maximal flddesdkande vig med
Dijkstras metod. Vi far nu végen 5-2-4-6-1, med kapacitet 7. Skicka 7 enheter och
dndra tillatna riktningar. (Bage (5,2) blir full.) S6k ater maximal flédestkande vég
med Dijkstras metod. Vi far nu vagen 5-3-4-7-1, med kapacitet 5. Skicka 5 enheter
och éndra tillatna riktningar. (Bagarna (5,3) och (7,1) blir fulla.) I nésta iteration kan
man i Dijkstras metod bara mérka/na nod 5, sa minsnittet gar mellan nod 5 och de
andra, dvs. 6ver bagarna (5,2), (5,3) och (5,6). Maxflodet &r 22.

Uppgift 8

Kinesiska brevbéararproblemet. Noderna 1, 6, 7 och 9 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (1,9) och (6,7), sa dessa bagar dubbleras (kérs mer &n en gang)
till kostnad av 8. En rundtur blir da t.ex. 1-2-3-5-6-7-9-1-6-7-8-9-1, med kostnaden
55 4+ 8 = 63.

Uppgift 9

Efter forsta steget fas a = (4,5,5,3,4) och = (1,0,1,2,0). Man kan stryka alla nollor
genom att stryka rad 4 och 5 samt kolumn 1 och 5, med minsta ostrukna element 1,
vilket gor att vi far o = (5,6,6,3,4) och = (0,0,1,2,—1). Nu fas t.ex. 16sningen



12 = 1, ko5 = 1, 31 = 1, z43 = 1, 254 = 1, och total kostnad blir 26. Optimal
duallésning ar ovanstaende. Summering av duallésningen ger 26, sa starka dualsatsen
ar uppfylld.



