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Losningar

Uppgift 1

la: Malfunktionen &r summan av konvexa funktioner (kvadrater) och bivillkoren linjéra,
sa problemet ar konvext.

Antag att ¢ partier har minst 5%, och att de fick s roster. I exemplet &r ¢ = 4 och
ie:dr?iigen ger via KKT2 att alla multiplikatorer for bivillkoren x; > 0 ska vara noll.
KKT3 ger 2(x; — dr;) +u = 0 for alla j, vilket ger x; = dr; — /2 for alla j.

Satt in i bivillkor 1: Zq: xj = Zq:(drj —u/2) = m, vilket ger ds — qu/2 = m, vilket med
siffror blir 0.1 % 94 —jQZUI = 10,j:illket ger u = (9.4 — 10)/2 = —0.6/2 = —0.3.

Det ger x; = drj —u/2 = drj + 0.15 for alla j. Med siffror: 21 = 3.2+ 0.15 = 3.35,
To =2.840.15 =295, x3=2.64+0.15 = 2.75, x4 = 0.8 + 0.15 = 0.95. Summering av
detta verifierar att summan blir 10.

n n
1b: Lagrangerelaxationen: ¢(u) = min, Z(xj —drj)® + u(z xrj —m).

Jj=1 J=1
For u = 0 fas, for varje j, ;(0) = ming,(z; — dr;j)?, som har optimum fér z; i
det heltal som ligger ndrmast dr;. Det blir 1 = 3, z2 = 3, 3 = 3, 4 = 1, med
©(0) = 0.22 +0.22 4+ 0.4%2 4 0.22 = 0.04 + 0.04 + 0.16 + 0.04 = 0.28. Detta ger en undre
grians pa 0.28.

En subgradient fas genom att stoppa in l6sningen i det relaxerade bivillkoret, vilket
ger £ =3+3+3+1—10= 0. Detta betyder dels att 16sningen ar tillaten, sa vi far
ovre grans lika med 0.28 (som &r lika med den undre griansen), samt att subgradienten
ar noll, sa vi vill varken 6ka eller minska u. Optimallosningen ar funnen.

Uppgift 2

2a: Vi far problemet

max z= X1 +T2+ I3+ 24
da 23x1 + 1229 + b3 + 1724 < 28
zj € {0,1}

Metod for att 16sa LP-relaxationen: Finn max(c;/a;), 6ka x;, fortsétt tills kappsécken
ar full. Kvoter: =y : 1/23, o : 1/12, x5 : 1/5, x4 : 1/17. Rangordning: z3, x2, x4, 1.
(Nu betyder ju z; = 1 att parti j inte ska sitta i regering, sa det &r inte konstigt att
minst kommer forst.)

PO: w3 =1,b=28-5=23 2y =1, b=23-12 = 11, 3y = 11/17 ~ 0.65,
b =11 — 11 = 0, kappsécken full, sitt z; = 0. Detta ger LP-l6sningen (0,1, 1,0.65)



med z = 2.65, vilket ger z = 2.

Forgrena 6ver x4: P1 = PO 4 (24 <0), P2 =P0 + (24 > 1).

P1: Som fér PO, men x4 = 0, vilket ger z; = 11/23 ~ 0.48, och z = 2.48, vilket inte
forbéttrar z.

Forgrena 6ver z1: P3 = P1 + (21 <0), P4 =P1 + (z; > 1).

P3: Forgreningen ger 1 = 0 och x4 = 0, sa 16sningen blir xs 1 och z3
(kappsécken blir inte full), med z = 2. Losningen ar heltalig, vilket ger z = 2.
Bade P4 och P2 har Z = 2, sa ingen av dem kan ge béttre 16sning, och bada grenarna
kapas.

=1

Tradet avsokt. Basta losning x1 =0, zo =1, z3 =1, x4 = 0, med 2z = 2.
Svar i ord: Tant Brun (parti 2) och Tant Gredelin (parti 4) ska inte sitta i regeringen.
Tva partier ingar i regeringen.

2b: Bivillkor:

23x1 + 1229 + bxg + 1724 > 29 (1)
r1+x2 <1 (2)
r1—23+x4 <1 (3)
x3 < T2 (4)

Forsta rundan ger inget, forgrena 6ver z1: P1 = PO + (21 =0), P2 = P0 + (21 = 1).
P1l: z1 = 0: (1) ger 2 = 1 och x4 = 1. Sedan hénder inget mer, forgrena 6ver x3: P3
=Pl + (z3=0), P4 = P1 + (a3 = 1).

P3: Allt fixerat, kolla igen. Losningen tillaten. Vi har en losning med tva partier.
Krav forbattring: a1+ a0 +x34+ x4 <1 (0)

P4: Malfunktionsbivillkoret (0) kan ej uppfyllas. Kapa.

P2: z1 =1: (2) ger 22 =0, (4) ger 3 =0, (1) ger x4 = 1, (3) ej uppfyllt. P2 gav ingen
tillaten 16sning. Kapa grenen.

Trédet avsokt. Bésta losningen: (0, 1, 0, 1), dvs. parti 2 och 4 (Tant Brun och Farbror
Bla) ska bilda regering.

Uppgift 3

3a: Infor slackvariabler x5, x¢ och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z 1 29 x3 x4 x5 x¢ X7 b
z|1 4 -1 -5 -2 0 0 0] O
z5 |0 1 1 1 1 1 0 0]100
|0 2 0 3 0 0 1 0] 60
zz |0 1 4 1 1 0 0 1] 50

Forst fas x3 som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas | z T1 Tg T3 T4 Ts T T b
z|1 -2/3 -1 0 -2 0 5/3 0]100
z; [0 1/3 1 0 1 1 -1/3 0] 80
xz3 |0 2/3 0 1 0 0 1/3 0] 20
zz |0 1/3 4 0 1 0 -1/3 1] 30

Sedan fas x4 som inkommande variabel och x7 som utgaende.



Bas |z 21 x9 x3 x4 x5 T T b
z |1 o 7 0 0 O 1 21160
x5 | 0 0o -3 0 0 1 0 -1/ 50
z3 |0 2/3 0 1 0 0 1/3 0] 20
x4 |0 1/3 4 0 1 0 -1/3 1] 30

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 0, zo = 0, x3 = 20, z4 = 30,
(samt x5 = 50, ¢ = 0, x7 = 0) med v = 160. Bivillkor 2 och 3 &r aktiva. Bivillkor
1 ar inte aktivt, dvs. man anvédnder inte alla personer. Den begriansande faktorn ar
alltsa inte antalet personer utan deras begransade skicklighet. Duallosningen lases av i
malfunktionsraden under slackvariablerna. y; =0, yo = 1, y3 = 2, v = 160. Svar i ord:
Anvéand 20 personer till att skicka SMS och 30 personer till valstugor.

3b: Optimallésningen ar inte unik, ty ¢; = 0. Man skulle dérfér kunna fa en lika bra
16sning om man valde x1; som inkommande variabel. Det skulle ge 3 som utgaende
variabel, sd optimalbasen skulle da besta av x1, x4 och x5. Malfunktionsvérdet blir
givetvis 160.

3c: Skuggpriser fas av duallosningen, och y3 = 2 &r storst, sa man tjdnar mest pa att
oka hogerledet till bivillkor 3. (Aven bivillkor 2 vore bra att 6ka hogerledet for, yo = 1,
medan fler personer inte hjilper, y; = 0.)

3d: Reducerad kostnad: é; = co —ady. Vihar c; = 1, ad = (1,0,a32) och y = (0,1, 2),
sa, 64 =1- 2(132. Vi far éQ Z Oom 1— 2(132 Z O, dvs. aso S 0.5.

Uppgift 4

4a: Den givna startlosningen ar tillaten och ger att basbagarna &r (1,3), (1,5), (2,5),
(2,6) och (3,4). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 1, y3 = 19, y4 = 35, y5 = 16,
ye = 27, och foljande reducerade kostnader: ¢12 = 9 > 0 (optimalt ty x = 0),
¢46 = 25 > 0 (optimalt ty = 0), és3 = 10 > 0 (optimalt ty x = 0), é54 = —2 < 0
(optimalt ty = u), és6 = 4 > 0 (optimalt ty = 0), éeq = —1 < 0, €j optimalt. Oka.
Alltsa valj zg4 som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 6-4-3-1-5-2-6, och maxi-
mal dndring blir 5 p.g.a. bage (3,4). Bage (3,4) blir da utgaende. Detta ger nodpriserna
y1 =0,y =1, y3 =19, yg = 34, y5 = 16, yg = 27, och foljande reducerade kostnader:
¢12 = 9 > 0 (optimalt ty x = 0), ¢34 = 1 (optimalt ty x = 0), é46 = 24 > 0 (optimalt
ty x = 0), és3 = 10 > 0 (optimalt ty = = 0), ésa = —1 < 0 (optimalt ty = = u),
¢s6 = 4 > 0 (optimalt ty = 0). Losningen ar optimal.

Uppgift 5

5a: Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trad ger kostnad 85, vilket dr en undre grans.
Tillaten 16sning ar lite svart att fa. Narmaste granne med start i nod 2 ger turen
2-1-5-3-4-6-2, med kostnaden 98. Smart flyttning av tva bagar i 1-trddet ger turen
1-3-4-6-5-2-1, med kostnaden 92. Vi far 6vre gréns 92 eller 98 och undre grans 85.

Bivillkor: @15+ w95 + 235 + 245 + T56 = 2 (rétt valens for nod 5) eller z19 + w95 + 215 < 2
(férbjud liten cykel 1-2-5-1).

5b: Kinesiska brevbéararproblemet. Noderna 1, 2, 3 och 5 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (1,2) och (3,5), sa dessa bagar dubbleras (kors mer &n en gang)
till kostnad av 23. En rundtur blir da t.ex. 1-2-5-6-2-1-3-4-5-3-5-1 med kostnaden



147 + 23 = 170.

Uppgift 6

6a: Anvand Fords metod. Vi far vigen 1-4-7-3-5-6-9 med kostnad 13.
6b: yg — yr = 13 — 8 = 5, sa 6 vore for dyrt.

Uppgift 7

Skriv problemet pa standardform.
gi(z) =21+ 12 -3 <0, g2(x) =21 —2 <0, g3(w) = —21 <0, ga(w) = 13 — 2 <0,
g5($) =—r2 < 07

viw = (503 ) v = (1) Vet = (9 ) Yo = (75):

Vga(z) = ( (1) > Vgs(z) = ( _(1) ) (Malfunktionen dr summan av en-dimensionella

konvexa funktioner, och bivillkoren &r linjara, sa problemet ar konvext.)

I startpunkten ar bivillkor 3 och 5 aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —3dy —bdy da d; > 0, do > 0, samt —1 <d <1,
vilket har optimalldsning d = (1,1) med z = —8. Sitt z(2) = (¢,). Maximal stegléngd
blir 1.5 pga. bivillkor 1. Linjesokning skulle ge ¢t = 2 > 1.5, sa vi far ¢t = ¢"** = 1.5 och
® = (1.5,1.5).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —2ds da dy +ds <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallésning d = (—1,1) med z = —2. Satt ®) = (1.5 — ,1.5 + 1).
Maximal steglangd blir 0.5 pga. bivillkor 4. Linjesokning skulle ge ¢ = 0.5, sa vi far
t=0.5 och z® = (1,2).

Nu ar bivillkor 1 och 4 aktiva. LP-problemet blir

min z = —dy —dy da di; +dy <0, dy <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallosning d = (0,0) med z = 0. Alltsa dr x = (1,2) optimal.
Svar: Missgynna parti B dubbelt sa mycket som parti A.

Uppgift 8

Finn maxflode fran nod 1 till nod 9. Minsnittet ger da de gator som har begransar
flédet, och borde goras fardigt snabbt. Losningsgang: Sok maximal flodesdkande vég
med Dijkstras metod. Vi far vigen 1-2-5-6-9, med kapacitet 9. Skicka 9 enheter och
dndra tillatna riktningar. (Bage (5,6) blir full.) S6k ater maximal flédesckande vég
med Dijkstras metod. Vi far nu viagen 1-4-7-9, med kapacitet 9. Skicka 9 enheter och
dndra tillatna riktningar. (Bage (4,7) blir full.) I nésta iteration kan man i Dijkstras
metod bara mérka/na noderna 1, 2, 3, 4 och 5, sa minsnittet gar mellan dessa noder
och de andra, dvs. 6ver bagarna (4,7) och (5,6) (samt (7,3) baklanges). Maxflodet &r
18.

Uppgift 9

Efter forsta steget fas o = (0,1,7,0,1) och § = (0,0,1,0,0). Man kan stryka alla nollor
genom att stryka rad 3, 4 och 5 samt kolumn 4, med minsta ostrukna element 1, vilket



gor att vi far o = (2,3,7,0,1) och 8 = (0,0,1,—-2,0). Nu fas t.ex. l6sningen xj2 = 1,
xog =1, x33 = 1, z45 = 1, x51 = 1, och total kostnad blir 12. Optimal duallésning ar
ovanstaende. Summering av dualldsningen ger 12, sa starka dualsatsen ar uppfylld.



