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Losningar

Uppgift 1

la: Infor slackvariabler x5, xg och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas | 2z 1 290 x3 x4 x5 g b

z|1 -2 4 -6 0 0 0] O
g /O 1 1 2 1 0 01200
zs |0 2 1 0 0 1 0]180
g |0 O 1 1 0 0 1]150

Forst fas x3 som inkommande variabel och z4 som utgaende.

Bas | z T1 T2 I3 T4 Ty Tg b
z |1 1 -1 0 3 0 0600
z3 |0 05 05 1 05 0 0]100
x5 | 0 2 1 0 0O 1 0180
z¢ |0 -05 05 0 -05 0 1] 50

Sedan fas xo som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas | 2z x1 20 23 x4 x5 g b
z|1 0 O O 2 0 2700
z3 |0 1 O 1 1 0 -1] 50
x5 | 0 0O o0 1 1 -2] 80
|0 -1 1 0 -1 0 2]100

Nu ar tablan optimal. Optimallésningen blir z; = 0, 9 = 100, x3 = 50, (samt x4 = 0,
x5 = 80, x¢ = 0) med z = 700. Bivillkor 1 och 3 &r aktiva. Duallosningen léses av i
malfunktionsraden under slackvariablerna. y; = 2, yo = 0, y3 = 2, v = 700. Svar i ord:
Gor 100 kakor av sort 2 och 50 av sort 3.

1b: Optimallésningen &r inte unik, ty ¢; = 0. Man skulle darfor kunna fa en lika bra
16sning om man valde x; som inkommande variabel. Det skulle ge x5 som utgaende
variabel, sa optimalbasen skulle d& besta av xq, 2o och x3. Malfunktionsvardet blir
givetvis 700.

lc: Skuggpriser fas av duallésningen, och y3 = 2 &r storst av yo och ys (bivillkor 1
handlar ju inte om ravaror), sa man tjanar mest pa att 6ka hogerledet till bivillkor 3,
dvs. skaffa mer av ravara 2.

1d: Ny variabel x7. Reducerad kostnad: é; =ca —aly =5— (2+0+2) =1 >0, Ja,
vinsten skulle 6ka om man 6kade x7, dvs. bakade nya kakan.



Uppgift 2

Borja med att for enkelhets skull numrera om variablerna, sa att xs blir 21 och g blir
r2. (Ej nédvindigt.) Byt tecken pa malfunktionen: Min f(x) = —4xq — 62 + 27 + 222.
Malfunktionen &r summan av konvexa funktioner (linjira funktioner och kvadrater)
och bivillkoren linjira, sa problemet ar konvext.

Skriv problemet pa standardform.
gi(z) = x1+2m2—2 <0, ga(z) = 21 — 1.8 <0, g3(z) = 1 + 22 — 1.5 < 0,
ga(z) = —x1 <0, g5(x) = —22 <0,

viw) = ( ‘;jjﬁl) () Vel = (g ) Vo) = (1 ):
Vorte) = ( 7y ). Vaste) = ( ‘f)

2a: I startpunkten ar bivillkor 4 och 5 aktiva. Forsta LP-problemet blir
min z = —4d; —6dy da dy > 0, dy > 0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —10. Sétt 2(?) = (¢,t). Maximal steglingd
blir 2/3 pga. bivillkor 1. Linjesokning ger t = 5/3, sa vi far ¢t = t"™% = 2/3 och
2 =(2/3,2/3).

Nu ar bara bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —8/3 dy — 10/3 dy da d; + 2dy < 0, samt —1 < d < 1,
vilket har optimallésning d = (1, —1/2) med z = —1. Sitt 2®) = (2/3 +¢,2/3 — t/2).
Maximal steglangd blir 1/3 pga. bivillkor 3. Linjesokning ger ocksa 1/3, sa vi sitter
t =1/3 och far 23 = (1,1/2).

Nu ar bivillkor 1 och 3 aktiva. LP-problemet blir
min z = —2dy — 4dy da di + 2de <0, dq +do <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallsning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar x = (1,1/2) optimal.
Svar: Gor 100 kakor av sort 2 och 50 kakor av sort 3. (Det blev samma svar som i
uppgift 1.)

2b: Man kan se grafiskt att extrempunkterna &r (0,0), (0, 1), (1, 1/2) och (3/2, 0).

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT?2: Bivillkoren 1, 2 och 3 &r inte aktiva, sa u; = 0, us = 0 och ug = 0.

s (4 v ) (5 (3)

Detta ger ugy = —4 och us = —6, s& KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

For punkt (0, 1):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkoren 2, 3 och 5 &r inte aktiva, sd us = 0, ug = 0 och us = 0.

(4o (3) o 1) (o)

Detta ger u; = 1 och uy = —3, s& KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en KKT-
punkt.



For punkt (1, 1/2):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkoren 2, 4 och 5 &r inte aktiva, sa ug = 0, ug = 0 och us = 0.

s (4 (o) (2

Detta ger u; + ug = 2 och 2uy + ug = 4, vilket ger u; = 2 och ug = 0, s& KKT4 ar
uppfyllda. Punkten ar en KKT-punkt.

For punkt (3/2, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT?2: Bivillkoren 1, 2 och 4 &r inte aktiva, s u; = 0, us = 0 och uq4 = 0.

s (4 va( 1) 5 (o)

Detta ger us = 1 och us — us = 6, vilket ger us = —5, sa KKT4 &r inte uppfyllt.
Punkten &r inte en KKT-punkt.

Sammanfattningsvis &r endast punkten (1, 1/2) en KKT-punkt, och optimal, eftersom
problemet ar konvext.

2c: Lagrangerelaxationen:

o(u) = mingex —4x1 — 619 + 27 + 223 + uy (z1 + 222 — 2) + ug(w1 + T2 — 1.5)

dar X = {(x1,22) : 0 < 21 < 1.8,29 > 0}. Eftersom subproblemet &r separabelt, kan
vi skriva det som ¢(u) = (ming<z, <1.8(x3 + (u1 + ug — 4)z1)) + (Ming,>0 (223 + (2u1 +
ug — 6)xa)) — 2u; — 1.5ug, vilket betyder att vi kan géra optimering &ver x; och zo
separat.

For u = (0,0) fas (0,0) = mingey —4x1 —6x2+22 4223, som har optimum for 71 = 1.8
och zo = 3/2, vilket ger ¢(0,0) = —8.46, och en undre grians pa —8.46. Losningen &r
inte tillaten.

Foru = (1,1) fas ¢(1,1) = minge x —4x1 —6z0+224+223+ (21 +212—2)+ (21 +22—1.5) =
mingec x —2x1 — 3x9 + :Jc% + 21‘% — 3.5, som har optimum f6r 21 = 1 och zo = 3/4, vilket
ger o(1,1) = =2 —-9/4+1+9/8 — 3.5 = —45/8 = —5.625, vilket ger en forbattrad
undre grans —5.625. Losningen &r fortfarande inte tillaten.

Eftersom inget av bivillkoren ar uppfyllt, bor de basta vardena pa u; och us bada vara
storre an 1.

Uppgift 3

(Obs: min-problem och ett >-bivillkor.)

PO: Grafisk 16sning ger 1 = 0.5, z2 = 3 och z = 11.5, vilket ger z = 12.

Forgrena 6ver x1: P1 = P0 + (21 <0), P2 =P0 + (x; > 1).

P1: Saknar tillaten 16sning. Kapa.

P2: Grafisk 16sning: z1 = 1, 9 = 7/3 = 2.333, z = 12, vilket ger z = 12 (dvs. ingen
forbattring av z).

Forgrena 6ver xo: P3 = P2 4 (29 <2), P4 = P2 + (22 > 3).

P3: Grafisk 16sning: x1 = 1.25, 29 = 2, z = 12.25, vilket ger z = 13.

Forgrena 6ver x1: P5 =P3 4 (z1 < 1), P6 = P3 + (x1 > 2).

P5: Saknar tillatan 16sning. Kapa.



P6: Grafisk 16sning: x1 = 2, 9 = 1, z = 13, heltalig 16sning, vilket ger z = 13. Kapa.
P4: Grafisk 16sning: x1 = 1, xo = 3, z = 14, vilket ger z = 14. Kapa, ty sdmre an
z=13.

Tradet avsokt. Basta losning x1 = 2, x9 = 1, med z = 13.
Svar i ord: Kor tva ganger med bil 1 och en gang med bil 2.

Uppgift 4

4a: Den givna startlosningen ér tillaten och ger att basbagarna &r (1,5), (2,3), (3,5),
(5,4) och (5,6). Detta ger nodprisernay; =0, y2 = —6,y3 =1, y4 = 12, y5 = 7, yg = 12,
och foljande reducerade kostnader: ¢13 = 5 > 0 (optimalt ty x = 0), ¢14 = =7 < 0
(optimalt ty = = u), éo5 = —5 < 0 (optimalt ty = u), éag = —12 < 0 (optimalt ty
x =u), ¢46 =7 >0 (optimalt ty x = 0). Alla bagar optimala. Losningen optimal.

4b: Ny bage, reducerad kostnad: épq = 15+ ya — y4 = —3 < 0, €j optimalt. Oka.
Alltsa vélj zo4 som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 2-4-5-3-2, och maximal
andring blir 2, pga. bage (2,4), som blir utgaende. Inga nodpriser dndras, sa inga
reducerade kostnader dndras. Vi har nu ¢y = —3 < 0, optimalt, ty = = u.

Losningen ar optimal.

Uppgift 5

5a: Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trad ger kostnad 39, vilket ar en undre grans.
Tillaten 16sning &r lite svarare att fa. Narmaste granne med start i nod 6 ger turen
6-7-8-9-1-2-3-4-5-6, med kostnaden 45. Flyttning av tva bagar i 1-tradet ger turen 1-2-
4-3-7-5-6-8-9-1, med kostnaden 50. Vi far &vre gréns 45 (eller 50) och undre grans 39,
sa var 10sning kan vara 6 (eller 11) enheter sdmre &n optimum, men inte mer.

5b: Infor direktbagar mellan alla noder som man kan ta sig till via nod 4 eller nod 6
(om inte en billigare direktbage redan finns).

For nod 4: infor bage (2, 5) med kostnad 14 och bage (3, 5) med kostnad 10.

Foér nod 6: infor bage (5, 8) med kostnad 15.

Lo6s som vanligt TSP.

Uppgift 6
6a: Anvand Dijkstras metod. Vi far vagen 1-3-5-8-10, med kostnad 31.
6b: Anvind Fords metod. Vi far vagen 1-2-3-5-8-9-10, med kostnad 2.

6¢c: Bage (7, 9) ingar i bastradet, och y; = 19, sa vi far yg = 19 + ¢79 och skulle kunna
fa y10 = yg + 5 = 24 + c79. Vi vill fa y19 < 31, vilket ger 24 + c79 < 31, dvs. ¢c79 < 7.

Uppgift 7

7a: Finn maxflode fran nod 1 till nod 10. Losningsgang: Sok maximal flodesékande
vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-3-9-10, med kapacitet 13. Skicka 13 enheter
och &@ndra tillatna riktningar. (Bage (3, 9) blir full.) Sok ater maximal flodestkande
vag med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-7-8-10, med kapacitet 9. Skicka 9 enheter
och dndra tillatna riktningar. (Bage (7, 8) blir full.) S6k ater maximal flodesdkande
vag med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-4-5-10, med kapacitet 8. Skicka 8 enheter



och &ndra tillatna riktningar. (Bage (4, 5) blir full.)

I nésta iteration kan man i Dijkstras metod bara mérka/na noderna 1, 2, 3, 4, 6 och 7,
sa minsnittet gar mellan dessa noder och de andra, dvs. 6ver bagarna (3, 9), (4, 5) och
(7, 8). Maxflodet &r 30, dvs. 3000 personer kan sétta sig i sdkerhet. Det &r inte sa bra,
eftersom det finns 6200 personer som skulle vilja ta sig ut (summan av kapaciteterna
pa bagarna fran nod 1).

7b: Kinesiska brevbararproblemet. Noderna 2, 3, 4 och 5 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (2, 3) och (4, 5), sa dessa bagar dubbleras (kérs mer &n en gang)
till kostnad av 10. En rundtur blir da t.ex. 2-3-9-5-8-7-6-4-5-4-3-2, med kostnaden
54 4+ 10 = 64.

Uppgift 8

Efter forsta steget fas a = (0,6,8,2,1) och = (0,0,0,0,0). Man kan stryka alla nollor
genom att stryka rad 3 och 5 samt kolumn 1 och 4, med minsta ostrukna element 1,
vilket gor att vi far o = (1,7,8,3,1) och = (—1,0,0,—1,0). Nu fas t.ex. 16sningen
11 = 1, o3 = 1, 2393 = 1, z44 = 1, 255 = 1, och total kostnad blir 18. Optimal
duallésning ar ovanstaende o och 5. Summering av duallésningen ger 18, sa starka
dualsatsen ar uppfylld.



