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Uppgift 1

la: Infor slackvariabler x4 och x5. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas | 2 1 z9 x3 x4 x5 b

z|1 3 -7 -5 0 0|0
g |0 1 2 2 1 0]12
zs |0 4 2 0 0 1]10

Forst fas xo som inkommande variabel och z5 som utgaende.

Bas |z x1 29 x3 x4 x5 b
z|1 11 0 -5 0 35|35
4|0 -3 0 2 1 -1|2
|0 2 1 0 0 055

Sedan fas x3 som inkommande variabel och z4 som utgaende.

Bas | z 1 Xo T3 X4 x5 | b

z|1 35 0 0 25 1|40

z3 |0 -1.5 0 1 05 -05] 1
T9 | 0 2 1 0 0 05

Nu ar tablan optimal. Optimall6sningen blir 21 = 0, 9 = 5, 23 = 1, (samt 24 = 0, x5 =
0) med z = 40. Bivillkor 1 och 2 &r aktiva, sa det blir inga kakor 6ver. Duallésningen
lases av i malfunktionsraden under slackvariablerna. y; = 2.5, yo = 1, v = 40. Svar i
ord: Gor 5 pasar av sort 2 och en pase av sort 3.

1b: Skuggpriser fas av duallésningen, och y; = 2.5 &r storst, s& man tjinar mest pa
att oka hogerledet till bivillkor 1, dvs. baka mer morka kakor.

1lc: Ny variabel 76. Reducerad kostnad: és = cg —aly =cs — (2.5+3) =c6 — 5.5 >0
om cg > 5.5. Vinsten behover vara storre an 5.5.

1d: (Standard.)
Uppgift 2

Malfunktionen &r summan av konvexa funktioner (linjara funktioner och kvadrater)
och bivillkoren linjéra, s problemet ar konvext.

2a: Skriv problemet pa standardform.
g1(7) =221 + 422 — 6 <0, go(z) =21 — 1 <0, g3(x) = 22 —2 <0, ga(w) =
95(3:) = —I2 S 07

—x1 g 07



Vi = (73 ) Ve = () Vet = () Vet = (] ). Vouto) -

(7o) wto=( 1)

Man kan se grafiskt att extrempunkterna &ar (0,0), (1, 0), (1, 1) och (0, 3/2).

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkoren 1, 2 och 3 &r inte aktiva, sa u; = 0, us = 0 och ug = 0.

o ({1

Detta ger ug = —3 och us = —5, s& KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

For punkt (1, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoren 1, 3 och 4 &r inte aktiva, sa u; = 0, ug = 0 och uy = 0.

(4o (3 5 (o)

Detta ger uo = 1 och us = —5, s& KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en KKT-
punkt.

For punkt (1, 1):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT2: Bivillkoren 3, 4 och 5 &r inte aktiva, sa ug = 0, ug = 0 och us = 0.

KKT3:(j)+u1(i)+“2<é):<8>'

Detta ger 2u; + ug = 1 och 4u; = 1, vilket ger u; = 1/4 och ug = 1/2, sa KKT4 ar
uppfyllda. Punkten ar en KKT-punkt.

For punkt (0, 3/2):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT2: Bivillkoren 2, 3 och 5 &r inte aktiva, sa us = 0, ug = 0 och us = 0.

(v () o 1) (o)

Detta ger 2u; — ug = 3 och 4u; = —1, vilket ger u; = —1/4 och ug = —7/2, sa KKT4
ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en KKT-punkt.

Sammanfattningsvis dr endast punkten (1, 1) en KKT-punkt, och optimal, eftersom
problemet ar konvext.

2b: I startpunkten &r bivillkor 4 och 5 aktiva. Forsta LP-problemet blir
minz:—3d1—5d2 dédl ZO, dQZO, samt —1 Sdgl,

vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —8. Sitt () = (¢,t). Maximal steglingd

blir 1. Linjesckning ger t = 4/3, sa vi far t = t™%® = 1 och z(® = (1,1).

Nu ar bivillkor 1 och 2 aktiva. LP-problemet blir
min z = —dy — dg da 2dy + 4dy <0, d; <0, samt —1 <d <1,



vilket har optimallésning d = (0,0) med z = 0. Alltsa &r z = (1, 1) optimal.
Svar: Basta losningen blir faktiskt att inte &ndra méangderna.

2c: Lagrangerelaxationen:

o(u) = mingex x% + 23:% —3x1 — bxg + ui (221 + 49 — 6)

dar X = {(z1,22) : 0 < 21 < 1,0 < 29 < 2}. Eftersom subproblemet ar separabelt,
kan vi skriva det som ¢(u) = (ming<z, <1 (23 + (2u1 — 3)z1)) + (Ming<y, <2 (223 + (duy —
5)xg)) — 6uq, vilket betyder att vi kan gora optimering &ver x1 och zo separat.

For u = 0 fas p(0) = mingex 2 + 223 — 321 — 52, som har optimum fér 1 = 1 och
xo = 5/4, vilket ger p(0) = —41/8 = —5.125, och en undre grans pa —5.125. Losningen
ar inte tillaten.

For u = 1 fas p(1) = mingex 22 + 223 — 321 — 5x2 + (271 + 479 — 6) = mingey 23 + 223 —
x1 — w9 — 6, som har optimum fér x1 = 1/2 och x9 = 1/4, vilket ger ¢(1) = —3/8—6 =
—51/8 = —6.375, vilket inte ger en béttre undre grans. Losningen &r tillaten, sa vi far
en ovre grans pa —19/8 = —2.375.

Eftersom v = 0 &ar for litet och v = 1 &r for stort, bér det bésta vardet pa u ligga
mellan 0 och 1. De bésta granserna ar nu en undre pa —5.125 och en 6vre pa —2.375.

Uppgift 3

Kinesiska brevbérarproblemet. Noderna 3, 4, 5, 7, 8 och 9 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (3, 4), (5, 7) och (8, 9), sa dessa bagar dubbleras (kérs mer &n en
gang) till kostnad av 15. En rundtur blir da t.ex. 1-2-3-4-3-5-4-6-5-2-7-5-7-6-9-7-8-9-8-1
med kostnaden 90 + 15 = 105.

Uppgift 4

4a: Den givna startlosningen ar tillaten och ger att basbagarna &r (1,8), (2,5), (2,7),
(3,4), (4,6), (5,6), (7,9) och (8,9). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 0, y3 = —3,
Ya=2,y5 =5, y¢6 = 8, yr = 3, ys = 6, yg = 13, och féljande reducerade kostnader:
¢12 = 7 > 0 (optimalt ty x = 0), é23 = 10 > 0 (optimalt ty = = 0), és3 = 13 > 0
(optimalt ty x = 0), és4 = 7 > 0 (optimalt ty x = 0), ég9 = 0 (optimalt ty x = 0),
ér5 = 5 > 0 (optimalt ty = 0), ézg = 1 > 0 (optimalt ty x = 0), ésy = 11 > 0
(optimalt ty = = 0), Alla bagar optimala. Losningen optimal.

4b: Ny reducerad kostnad: &g = 2+ ys — yo = —3 < 0, ej optimalt. Oka.
Alltsa vilj zg9 som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 6-9-7-2-5-6, och maximal
andring blir 2, pga. bage (5,6), som blir utgaende.

Detta ger nodpriserna y; = 0, yo = 0, y3 = 0, y4 = 5, y5 = 5, yg = 11, y; = 3,
ys = 6, yo = 13, och foljande reducerade kostnader: ¢jo = 7 > 0 (optimalt ty z = 0),
Go3 = 7 > 0 (optimalt ty = = 0), és3 = 13 > 0 (optimalt ty x = 0), és4 = 4 > 0
(optimalt ty = = 0), és¢ = —3 < 0 (optimalt ty x = u), éz5 = 5 > 0 (optimalt ty
x =0), éz6 = —2 < 0 (ej optimalt ty = = 0), ég7 = 11 > 0 (optimalt ty = 0).

Vilj x7¢ som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 7-6-9-7, och maximal dndring
blir 1, pga. bage (7,9), som blir utgaende.

Detta ger nodpriserna y;3 = 0, y2 = 2, y3 = 0, y4 = 5, ys = 7, y¢ = 11, y; = 5,
ys = 6, yo = 13, och foljande reducerade kostnader: ¢12 = 5 > 0 (optimalt ty x = 0),



Co3 = 9 > 0 (optimalt ty = = 0), és3 = 12 > 0 (optimalt ty x = 0), 54 = 6 > 0
(optimalt ty = = 0), és6 = —1 < 0 (optimalt ty x = u), éz5 = 5 > 0 (optimalt ty
x =0), ¢z9g =2 > 0 (optimalt ty = = 0), égz = 9 > 0 (optimalt ty x = 0).

Alla bagar optimala. Losningen optimal.

Uppgift 5

Ta bort noderna 5 och 7 och alla bagar genom dem, och finn maxfléde fran nod 1
till nod 4. Losningsgang: S0k maximal flodesokande vdg med Dijkstras metod. Vi
far vagen 1-8-9-6-4, med kapacitet 8. Skicka 8 enheter och &ndra tillatna riktningar.
(Bage (1, 8) och (9, 6) blir fulla.) Sk ater maximal flédestkande vag med Dijkstras
metod. Vi far nu vigen 1-2-3-4, med kapacitet 5. Skicka 5 enheter och dndra tillatna
riktningar. (Bage (3, 4) blir full.) S6k ater maximal flddesdkande vég med Dijkstras
metod. Vi far nu vigen 1-9-8-6-4, med kapacitet 5. Bage (8, 9) anvinds bakat. Skicka
5 enheter och andra tillatna riktningar. (Bage (1, 9) blir full.)

I nésta iteration kan man i Dijkstras metod bara mérka/na noderna 1, 2 och 3, sa
minsnittet gar mellan dessa noder och de andra, dvs. 6ver bagarna (1, 8), (1, 9) och
(3, 4). Maxflodet &r 18.

Uppgift 6
(Obs: Min-problem och >-bivillkor.)

Den givna tillatna 16sningen ger Z = 136, och vi soker en béttre 16sning dn detta, dvs.
ett mindre malfunktionsvarde. Ledningen ger att det inte finns nagot pa 135, sa vi
kraver hogst 134.

PO: Grafisk 16sning ger x1 = 2.5, xo = 0 och z = 125, vilket ger z = 125.

Forgrena 6ver x1: P1 = P0 + (21 <2), P2 =P0 + (x; > 3).

P1: Grafisk 16sning: x1 = 2, xo = 2.5, z = 130, vilket ger z = 130.

Forgrena 6ver xo: P3 = P1 4 (22 <2), P4 = P1 + (22 > 3).

P3: Med o < 2 ger bivillkoret 1 > 2.1, vilket inte kan uppfyllas, ty 1 < 2. Problemet
saknar tillaten 16sning, vilket ocksa kan ses grafiskt. Kapa.

P4: Grafisk 16sning: x1 = 1.9, o = 3, z = 131, vilket ger z = 131.

Forgrena 6ver z1: P5 = P4 + (21 < 1), P6 = P4 + (z; > 2).

P5: Grafisk 16sning: 1 = 1, 9 = 7.5, z = 140, vilket ger z = 140. Kapa, ty sdmre an
zZ=134.

P6: Grafisk 16sning: x1 = 2, z9 = 3, z = 136, vilket ger z = 136. Kapa, ty sdmre &n
z = 134.

P2: Grafisk 16sning: 1 = 3, o = 0, z = 150, heltalig 16sning, men sdmre an z = 134.
Kapa.

Tradet avsokt. Ingen béattre losning funnen.
Uppgift 7

Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trad ger kostnad 42, vilket ar en undre grans.
Tillaten l6sning ar lite svarare att fa. N&armaste granne ger en tur som inte far med
nod 7. Byt bage (2,5) mot (2,7) och (5,7). Denna tur har kostnaden 46. Vi far 6vre
grans 46 och undre grans 42, s var 16sning kan vara 4 enheter sdmre dn optimum, men
inte mer.



Uppgift 8

Anvéand Dijkstras metod, och finn optimala méarkningar for alla noder. Vi far nodpris-
erna ys = 20 och yg = 11, sa det blir battre att aka till nod 6. Nysta upp fran den. Vi
far vigen 1 - 8 - 6, med kostnad 11.

Uppgift 9

9a: Efter forsta steget fas a = (0,0,0,0,1) och 5 = (0,5,4,2,0). Man kan stryka alla
nollor genom att stryka rad 4 och 5 samt kolumn 1, med minsta ostrukna element 1,
vilket gor att vi far « = (1,1,1,0,1) och g = (—1,5,4,2,0). Nu kan man stryka alla
nollor genom att stryka rad 1, 4 och 5 samt kolumn 1, med minsta ostrukna element
2, vilket gor att vi far o = (1,3,3,0,1) och 5 = (—3,5,4,2,0). Nu fas t.ex. 16sningen
13 =1, 91 = 1, 39 = 1, z44 = 1, 255 = 1, och total kostnad blir 16. Optimal
duallésning ar ovanstaende o och 5. Summering av duallésningen ger 16, sa starka
dualsatsen ar uppfylld.

9b: Om alla kostnader i forsta kolumnen 6kar med 3, kan en optimal dual 16sning fas
genom att 6ka 81 med 3. For ovrigt &r resten av duallésningen oféréndrad. Eftersom
precis samma reducerade kostnader fas, &ndras inte den primala 16sningen. (Man kan
ocksa motivera detta med att alla tillatna l6sningar blir precis 3 dyrare.)



