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Lösningar

Uppgift 1

1a: Inför slackvariabler x5, x6 och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 -8 -15 -12 -10 0 0 0 0
x5 0 1 2 4 0 1 0 0 10
x6 0 1 2 0 2 0 1 0 7
x7 0 2 0 0 2 0 0 1 8

Först f̊as x2 som inkommande variabel och x6 som utg̊aende.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 -1/2 0 -12 5 0 15/2 0 105/2
x5 0 0 0 4 -2 1 -1 0 3
x2 0 1/2 1 0 1 0 1/2 0 7/2
x7 0 2 0 0 2 0 0 1 8

Sedan f̊as x3 som inkommande variabel och x5 som utg̊aende.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 -1/2 0 0 -1 3 9/2 0 123/2
x3 0 0 0 1 -1/2 1/4 -1/4 0 3/4
x2 0 1/2 1 0 1 0 1/2 0 7/2
x7 0 2 0 0 2 0 0 1 8

Därefter f̊as x4 som inkommande variabel och x2 som utg̊aende.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 0 1 0 0 3 5 0 65
x3 0 1/4 1/2 1 0 1/4 0 0 5/2
x4 0 1/2 1 0 1 0 1/2 0 7/2
x7 0 1 -2 0 0 0 -1 1 1

Nu är tabl̊an optimal. Optimallösningen blir x1 = 0, x2 = 0, x3 = 2.5, x4 = 3.5, (samt
x5 = 0, x6 = 0, x7 = 1) med z = 65. Bivillkor 1 och 2 är aktiva, s̊a det blir inga frön av
sort A eller B över. Det blir dock 100 frön av sort C över (ty x7 = 1). Duallösningen
läses av i m̊alfunktionsraden under slackvariablerna: y1 = 3, y2 = 5, y3 = 0, v = 65.
Svar i ord: Gör 2.5 p̊asar av sort 3 och 3.5 p̊asar av sort 4.

1b: Skuggpriser f̊as av duallösningen, och y2 = 5 är störst, s̊a man tjänar mest p̊a att
öka högerledet till bivillkor 2, dvs. köpa frön av sort B.

1c: Ny variabel x8. Reducerad kostnad: ĉ8 = c8 − aT8 y = c8 − 33/4 > 0 om c8 > 8.25.
Vinsten behöver vara större än 8.25.
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Uppgift 2

Målfunktionen är summan av konvexa funktioner (linjära funktioner och kvadrater)
och bivillkoren linjära, s̊a problemet är konvext.

2a: Bivillkoren x1 ≤ 1 och x2 ≤ 1 är redundanta och kan tas bort. (S̊adant är alltid
bra att göra för KKT-villkoren.)

Skriv problemet p̊a standardform.
g1(x) = x1 + x2 − 1 ≤ 0, g2(x) = −x1 ≤ 0, g3(x) = −x2 ≤ 0,

∇f(x) =

(
2x1 − 2
4x2 − 1

)
, ∇g1(x) =

(
1
1

)
, ∇g2(x) =

(
−1

0

)
, ∇g3(x) =

(
0
−1

)
.

Man kan se grafiskt att extrempunkterna är (0,0), (1, 0) och (0, 1).

För punkt (0, 0):
KKT1: Punkten är till̊aten.
KKT2: Bivillkor 1 är inte aktivt, s̊a u1 = 0.

KKT3:

(
−2
−1

)
+ u2

(
−1

0

)
+ u3

(
0
−1

)
=

(
0
0

)
.

Detta ger u2 = −2 och u3 = −1, s̊a KKT4 är inte uppfyllt. Punkten är inte en
KKT-punkt.

För punkt (1, 0):
KKT1: Punkten är till̊aten.
KKT2: Bivillkor 2 är inte aktivt, s̊a u2 = 0.

KKT3:

(
0
−1

)
+ u1

(
1
1

)
+ u3

(
0
−1

)
=

(
0
0

)
.

Detta ger u1 = 0 och u3 = −1, s̊a KKT4 är inte uppfyllt. Punkten är inte en KKT-
punkt.

För punkt (0, 1):
KKT1: Punkten är till̊aten.
KKT2: Bivillkor 3 är inte aktivt, s̊a u3 = 0.

KKT3:

(
−2

3

)
+ u1

(
1
1

)
+ u2

(
−1

0

)
=

(
0
0

)
.

Detta ger u1 = −3 och u2 = −5, s̊a KKT4 är inte uppfyllda. Punkten är inte en
KKT-punkt.

2b: I startpunkten är bivillkor 2 och 3 aktiva. Första LP-problemet blir
min z = −2d1 − d2 d̊a d1 ≥ 0, d2 ≥ 0, samt −1 ≤ d ≤ 1,

vilket har optimallösning d = (1, 1) med z = −3. Sätt x(2) = (t, t). Maximal steglängd
blir 1/2. Linjesökning ger t = 1/2, s̊a vi f̊ar x(2) = (1/2, 1/2).

Nu är bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir
min z = −d1 + d2 d̊a d1 + d2 ≤ 0, samt −1 ≤ d ≤ 1,

vilket har optimallösning d = (1,−1) med z = −2. Sätt x(2) = (1/2 + t, 1/2 − t).
Maximal steglängd blir 1/2. Linjesökning ger t = 1/3, s̊a vi f̊ar x(2) = (5/6, 1/6).

Nu är bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir
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min z = −1/3d1 − 1/3d2 d̊a d1 + d2 ≤ 0, samt −1 ≤ d ≤ 1,
vilket har optimallösning t.ex. d = (0, 0) med z = 0. Allts̊a är x = (5/6, 1/6) optimal.
Svar: Ta 5/6 Amarillo och 1/6 Citra.

2c: Lagrangerelaxationen:
ϕ(u) = minx∈X x21 + 2x22 − 2x1 − x2 + u1(x1 + x2 − 1)
där X = {(x1, x2) : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1}.
Eftersom subproblemet är separabelt, kan vi skriva det som
ϕ(u) = ( min

0≤x1≤1
(x21 + (u1 − 2)x1)) + ( min

0≤x2≤1
(2x22 + (u1 − 1)x2))− u1,

vilket betyder att vi kan göra optimering över x1 och x2 separat.

För u = 0 f̊as ϕ(0) = minx∈X x21 + 2x22 − 2x1 − x2, som har optimum för x1 = 1 och
x2 = 1/4, vilket ger ϕ(0) = −9/8 = −1.125, och en undre gräns p̊a −1.125. Lösningen
är inte till̊aten.

För u = 1 f̊as ϕ(1) = minx∈X x21+2x22−2x1−x2+(x1+x2−1) = minx∈X x21+2x22−x1−1,
som har optimum för x1 = 1/2 och x2 = 0, vilket ger ϕ(1) = −5/4 = −1.25, vilket
inte ger en förbättrad undre gräns. Lösningen är till̊aten, s̊a vi f̊ar en övre gräns p̊a
f(x) = −3/4 = −0.75.

Eftersom u = 0 är för litet och u = 1 är för stort, bör det bästa värdet p̊a u ligga
mellan 0 och 1. De bästa gränserna är en undre p̊a −1.125 och en övre p̊a −0.75.

Uppgift 3

3a: Billigaste väg-problem. Använd Dijkstras metod. Vi f̊ar y1 = 0, p1 = −, y2 = 4,
p2 = 1, y3 = 10, p3 = 2, y4 = 13, p4 = 3, y5 = 13, p5 = 2, y6 = 12, p6 = 1, y7 = 18,
p7 = 4, Uppnystning ger vägen 1 - 2 - 3 - 4 - 7, med kostnad 18.

3b: Vi har y3 = 10 och y6 = 12, s̊a om c36 < 2 kommer y6 att sänkas. Det räcker dock
inte för att b̊age (3,6) ska ing̊a i billigaste väg. Det krävsc36 < 0 för att billigaste väg
ska bli billigare.

Uppgift 4

4a: Ta bort nod 7 och alla b̊agar genom den, och finn maxflöde fr̊an nod 1 till nod
4. Lösningsg̊ang: Sök maximal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi f̊ar t.ex.
vägen 1-8-6-4, med kapacitet 4. Skicka 4 enheter och ändra till̊atna riktningar. (B̊age
(8, 6) blir full.) Sök åter maximal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi f̊ar nu
t.ex. vägen 1-2-5-3-4, med kapacitet 4. Skicka 4 enheter och ändra till̊atna riktningar.
(B̊age (1, 2) blir full.) Sök åter maximal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi f̊ar
nu vägen 1-9-6-4, med kapacitet 1. Skicka 1 enhet och ändra till̊atna riktningar. (B̊age
(6, 4) blir full.)

I nästa iteration kan man i Dijkstras metod bara märka/n̊a noderna 1, 8, 9 och 6, s̊a
minsnittet g̊ar mellan dessa noder och de andra, dvs. över b̊agarna (1, 2) och (6, 4),
samt (5, 6) bak̊at. Maxflödet är 9.

4b: Öka kapciteten p̊a b̊age (1, 2) eller (6, 4), eftersom de ing̊ar i minsnittet.
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Uppgift 5

Handelsresandeproblem. Billigaste 1-träd ger kostnad 59, vilket är en undre gräns.
Till̊aten lösning är lite sv̊arare att f̊a. Närmaste granne med start i nod 9 ger turen
9-8-7-5-6-4-3-2-1-9, dvs. 1-9-8-7-5-6-4-3-2-1, med kostnad 62. Vi f̊ar övre gräns 62 och
undre gräns 59, s̊a v̊ar lösning kan vara 3 enheter sämre än optimum, men inte mer.

Uppgift 6

6a: Vi f̊ar m̊alfunktion: max 2x1 + 3x2.

P0: Grafisk lösning ger x1 = 5.5, x2 = 0 och z = 11, vilket ger z̄ = 11.
Förgrena över x1: P1 = P0 + (x1 ≤ 5), P2 = P0 + (x1 ≥ 6).
P1: Grafisk lösning: x1 = 5, x2 = 2/7 ≈ 0.28, z ≈ 10.85, vilket ger z̄ = 10.
Förgrena över x2: P3 = P1 + (x2 ≤ 0), P4 = P1 + (x2 ≥ 1).
P3: Grafisk lösning: x1 = 5, x2 = 0, z = 10. Heltalig lösning, z = 10. Kapa.
P4: Kapa, ty z̄ = 10 och z = 10.
P2: Saknar till̊aten lösning. Kapa.
Trädet avsökt. Svar: Hyr in 5 kranar av sort 1.

6b: I s̊a fall f̊ar man: P0: z̄ = 55. P1: z̄ = 54. P3: z = 50.
Nu kan P4 inte kapas, s̊a trädet blir större. Svar: ja.

Uppgift 7

7a: Inför ny nod 7, sänka av styrka 1, samt b̊agar (1,7) och (2,7), b̊ada med kostnad
noll.

7b: Den givna startlösningen är till̊aten och ger att basb̊agarna är (1,2), (2,3), (3,4),
(1,6) och (6,5). Detta ger nodpriserna y1 = 0, y2 = 5, y3 = 9, y4 = 13, y5 = 17,
y6 = 10, och följande reducerade kostnader: ĉ13 = −3 < 0 (optimalt ty x = u), ĉ24 = 0
(optimalt), ĉ35 = −4 < 0 (optimalt ty x = u), ĉ36 = 2 > 0 (optimalt ty x = 0),
ĉ45 = 1 > 0 (optimalt ty x = 0). Alla b̊agar optimala. Lösningen optimal.

7c: Ny reducerad kostnad: ĉ36 = c36 + y6 − y3 = −1 < 0, ej optimalt. Öka.
Allts̊a välj x36 som inkommande variabel, att öka. Cykeln blir 3-6-1-2-3, och maximal
ändring blir 1, pga. b̊age (1,6), som blir utg̊aende.

Detta ger nodpriserna y1 = 0, y2 = 5, y3 = 9, y4 = 13, y5 = 16, y6 = 9, och följande
reducerade kostnader: ĉ13 = −3 < 0 (optimalt ty x = u), ĉ16 = 1 > 0 (optimalt ty
x = 0), ĉ24 = 0 (optimalt), ĉ35 = −3 < 0 (optimalt ty x = u), ĉ45 = 2 > 0 (optimalt ty
x = 0). Alla b̊agar optimala. Lösningen optimal.

Uppgift 8

Kinesiska brevbärarproblemet. Noderna 2, 4, 6 och 8 har udda valens. De förbinds
billigast med b̊agarna (2, 5), (4, 5), (6, 9) och (8, 9), s̊a dessa b̊agar dubbleras (körs mer
än en g̊ang) till kostnad av 24. En rundtur blir d̊a t.ex. 1-2-5-2-3-6-9-6-5-8-9-8-7-4-5-4-1
med kostnaden 76 + 24 = 100.

Uppgift 9

9a: Efter första steget f̊as α = (5, 7, 5, 2, 4) och β = (0, 1, 0, 0, 0). Man kan stryka alla
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nollor genom att stryka rad 1 och 2 samt kolumn 3 och 4, med minsta ostrukna element
2, vilket gör att vi f̊ar α = (5, 7, 7, 4, 6) och β = (0, 1, 0,−2,−2). Nu f̊as t.ex. lösningen
x11 = 1, x22 = 1, x35 = 1, x43 = 1, x54 = 1, och total kostnad blir 26. Optimal
duallösning är ovanst̊aende α och β. Summering av duallösningen ger 26, s̊a starka
dualsatsen är uppfylld.

9b: Om alla kostnader i rad 4 ökar med 4, kan en optimal dual lösning f̊as genom
att öka α4 med 2. För övrigt är resten av duallösningen oförändrad. Eftersom precis
samma reducerade kostnader f̊as, ändras inte den primala lösningen. (Man kan ocks̊a
motivera detta med att alla till̊atna lösningar blir precis 2 dyrare.)
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