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Uppgift 1

Losningar

la: Infor slackvariabler s, xg och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z 1 x9 x3 x4 x5 ¢ T7 b
z|1 -8 -15 -12 -10 O O 0| O
x5 |0 1 2 4 0O 1 0 01|10
zg |0 1 2 0 2 0 1 0|7
z7 |0 2 0 0 2 0 0 1|8

Forst fas xo som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas | # 1 X2 XT3 T4 Xy Te X7 b
z|1 -1/2 0 -12 5 0 15/2 0] 105/2
x5 | 0 0 0 4 -2 1 -10 3
[0 12 1 0 1 0 1/2 0| 7/2
xz7 | 0 2 0 0o 2 0 0 1 8
Sedan fas x3 som inkommande variabel och z5 som utgaende.
Bas | z 1 Xo T3 T4 5 T Ty b
z |1 —1/2 0 0 -1 3 9/2 0 123/2
x3 | 0 o o 1 -1/2 1/4 -1/4 0| 3/4
|0 12 1 0 1 0 1/2 0] 7/2
x7 | 0 2 0 0 2 0 0 1 8

Darefter fas x4 som inkommande variabel och x5 som utgaende.

~

Bas |z 21 x99 3 x4 x5 x6 T7 b
z |1 0 1 0 0 3 5 0| 65
xz3 |0 1/4 1/2 1 0 1/4 0 0]|5/2
x4 [0 1/2 1 0 1 0 1/2 0]7/2
x7 | 0 1 2 0 0 0 -1 1)1

Nu ar tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 0, zo = 0, x3 = 2.5, ©4 = 3.5, (samt
x5 =0, 26 = 0, x7 = 1) med z = 65. Bivillkor 1 och 2 &r aktiva, sa det blir inga fron av
sort A eller B 6ver. Det blir dock 100 fron av sort C 6ver (ty x7 = 1). Duallésningen
lases av i malfunktionsraden under slackvariablerna: y; = 3, y2 = 5, y3 = 0, v = 65.
Svar i ord: Gor 2.5 pasar av sort 3 och 3.5 pasar av sort 4.

1b: Skuggpriser fas av duallésningen, och yo = 5 &r storst, s4 man tjanar mest pa att
Oka hogerledet till bivillkor 2, dvs. kopa fron av sort B.

1c: Ny variabel xg. Reducerad kostnad: ¢g = cg — aSTy =cg —33/4 >0 om cg > 8.25.
Vinsten beh6ver vara storre dn 8.25.



Uppgift 2

Malfunktionen &r summan av konvexa funktioner (linjira funktioner och kvadrater)
och bivillkoren linjéra, sa problemet ar konvext.

2a: Bivillkoren 1 < 1 och x93 < 1 &r redundanta och kan tas bort. (Sadant &r alltid
bra att gora for KKT-villkoren.)

Skriv problemet pa standardform.
gi(x) =21+ 22— 1<0, g2(x) = —21 <0, g3(x) = —22 <0,

i = (3070 ) vaw = (1 ) va@ = ( 7)) Ve = ().

Man kan se grafiskt att extrempunkterna ar (0,0), (1, 0) och (0, 1).

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 1 ar inte aktivt, s& u; = 0.

s (e ) 2)-(2)

Detta ger us = —2 och ug = —1, s& KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

For punkt (1, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 2 ar inte aktivt, sa ug = 0.

e (e 2)-(2)

Detta ger u; = 0 och uz = —1, sa KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (0, 1):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 3 ar inte aktivt, sa ug = 0.

s (2 ) (D) (5= (0)

Detta ger u1 = —3 och us = —5, sa KKT4 &r inte uppfyllda. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

2b: I startpunkten &ar bivillkor 2 och 3 aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —2dy —do da dy >0, dy > 0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallsning d = (1,1) med z = —3. Sitt (2 = (¢,). Maximal stegléingd
blir 1/2. Linjesckning ger t = 1/2, sa vi far 2(2) = (1/2,1/2).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —d; +dy da di1 +dy <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallosning d = (1,—1) med z = —2. Sitt 23 = (1/2 +t,1/2 — t).
Maximal steglingd blir 1/2. Linjesckning ger t = 1/3, sa vi far 22 = (5/6,1/6).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir



min z = —1/3dy — 1/3dy da d; +dy <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallosning t.ex. d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar x = (5/6,1/6) optimal.
Svar: Ta 5/6 Amarillo och 1/6 Citra.

2c: Lagrangerelaxationen:

gp(u) = mingecy :L'% + 21’% —2x1 —x9 + Ul(l’l + 9 — 1)

diar X = {(z1,22) : 0< 21 < 1,0 <9 < 1}.

Eftersom subproblemet &r separabelt, kan vi skriva det som

plu) = (min (23 + (ur = 2)a)) + ( min (203 + (w1 — 1az)) — i,
vilket betyder att vi kan gora optimering 6ver x1 och xo separat.

For u = 0 fas ¢(0) = mingex 22 + 223 — 221 — 2, som har optimum fér #; = 1 och
xg = 1/4, vilket ger p(0) = —9/8 = —1.125, och en undre gréns pa —1.125. Losningen
ar inte tillaten.

For u = 1fas p(1) = mingex 224222271 —29+ (71 +22—1) = mingex v3+213—11 -1,
som har optimum for x; = 1/2 och zo = 0, vilket ger p(1) = —5/4 = —1.25, vilket
inte ger en forbattrad undre gréns. Losningen ar tillaten, sa vi far en Ovre grans pa

f(z) = —3/4 = —0.75.

Eftersom w = 0 &r for litet och uw = 1 &r for stort, bor det béasta virdet pa u ligga
mellan 0 och 1. De bésta granserna ar en undre pa —1.125 och en 6vre pa —0.75.

Uppgift 3

3a: Billigaste vig-problem. Anvénd Dijkstras metod. Vi far y; = 0, p1 = —, yo = 4,
p2:17y3:107p3:27y4:137p4:37y5:137p5:27%:127?6:17?#:187
pr = 4, Uppnystning ger vagen 1 - 2 - 3 - 4 - 7, med kostnad 18.

3b: Vi har y3 = 10 och yg = 12, sd om c3¢ < 2 kommer yg att sdnkas. Det ricker dock
inte for att bage (3,6) ska inga i billigaste viag. Det krévscsg < 0 for att billigaste vig
ska bli billigare.

Uppgift 4

4a: Ta bort nod 7 och alla bagar genom den, och finn maxfléde fran nod 1 till nod
4. Losningsgang: Sok maximal flodesékande vag med Dijkstras metod. Vi far t.ex.
vigen 1-8-6-4, med kapacitet 4. Skicka 4 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bage
(8, 6) blir full.) Sok ater maximal flodesdkande vag med Dijkstras metod. Vi far nu
t.ex. vagen 1-2-5-3-4, med kapacitet 4. Skicka 4 enheter och dndra tillatna riktningar.
(Bage (1, 2) blir full.) Sék ater maximal flddes6kande vig med Dijkstras metod. Vi far
nu vigen 1-9-6-4, med kapacitet 1. Skicka 1 enhet och dndra tillatna riktningar. (Bage
(6, 4) blir full.)

I nésta iteration kan man i Dijkstras metod bara mérka/na noderna 1, 8, 9 och 6, sa
minsnittet gar mellan dessa noder och de andra, dvs. 6ver bagarna (1, 2) och (6, 4),
samt (5, 6) bakat. Maxflodet &r 9.

4b: Oka kapciteten pa bage (1, 2) eller (6, 4), eftersom de ingar i minsnittet.



Uppgift 5

Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trad ger kostnad 59, vilket dr en undre gréns.
Tillaten 16sning ar lite svarare att fa. Narmaste granne med start i nod 9 ger turen
9-8-7-5-6-4-3-2-1-9, dvs. 1-9-8-7-5-6-4-3-2-1, med kostnad 62. Vi far 6vre gréns 62 och

undre grans 59, sa var l6sning kan vara 3 enheter sémre &n optimum, men inte mer.
Uppgift 6
6a: Vi far malfunktion: max 2z1 + 3zs.

PO: Grafisk 16sning ger 1 = 5.5, z2 = 0 och z = 11, vilket ger z = 11.
Forgrena 6ver x1: P1 = P0 + (21 <5), P2 = P0 + (z; > 6).

P1: Grafisk 16sning: =1 =5, x2 = 2/7 ~ 0.28, z ~ 10.85, vilket ger z = 10.
Forgrena 6ver xo: P3 = P1 4 (22 <0), P4 =P1 + (22 > 1).

P3: Grafisk 16sning: x1 = 5, 2 = 0, z = 10. Heltalig 16sning, z = 10. Kapa.
P4: Kapa, ty Z =10 och z = 10.

P2: Saknar tillaten 16sning. Kapa.

Tradet avsokt. Svar: Hyr in 5 kranar av sort 1.

6b: I sa fall far man: P0O: z = 55. P1: z = 54. P3: z = 50.
Nu kan P4 inte kapas, sa tradet blir storre. Svar: ja.

Uppgift 7

Ta: Infor ny nod 7, sdnka av styrka 1, samt bagar (1,7) och (2,7), bada med kostnad
noll.

7b: Den givna startlosningen ar tillaten och ger att basbagarna ar (1,2), (2,3), (3,4),
(1,6) och (6,5). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 5, y3 = 9, ys = 13, y5 = 17,
ye = 10, och foljande reducerade kostnader: ¢j3 = —3 < 0 (optimalt ty z = u), ¢og =0
(optimalt), és5 = —4 < 0 (optimalt ty x = u), és6 = 2 > 0 (optimalt ty = = 0),
¢45 =1 > 0 (optimalt ty = 0). Alla bagar optimala. Losningen optimal.

7c: Ny reducerad kostnad: ¢35 = c36 +ys — y3 = —1 < 0, €j optimalt. Oka.
Alltsa vélj z3¢ som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 3-6-1-2-3, och maximal
andring blir 1, pga. bage (1,6), som blir utgaende.

Detta ger nodpriserna y1 = 0, yo = 5, y3 =9, ya = 13, y5 = 16, yg¢ = 9, och féljande
reducerade kostnader: ¢;3 = —3 < 0 (optimalt ty = = u), é16 = 1 > 0 (optimalt ty
x =0), éo4 = 0 (optimalt), ¢35 = —3 < 0 (optimalt ty x = u), é45 = 2 > 0 (optimalt ty
x = 0). Alla bagar optimala. Losningen optimal.

Uppgift 8

Kinesiska brevbararproblemet. Noderna 2, 4, 6 och 8 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (2, 5), (4, 5), (6, 9) och (8, 9), sa dessa bagar dubbleras (kors mer
dn en gang) till kostnad av 24. En rundtur blir da t.ex. 1-2-5-2-3-6-9-6-5-8-9-8-7-4-5-4-1
med kostnaden 76 + 24 = 100.

Uppgift 9

9a: Efter forsta steget fas a = (5,7,5,2,4) och 5 = (0,1,0,0,0). Man kan stryka alla



nollor genom att stryka rad 1 och 2 samt kolumn 3 och 4, med minsta ostrukna element
2, vilket gor att vi far o = (5,7,7,4,6) och 8 = (0,1,0,—2,—2). Nu fas t.ex. 16sningen
11 = 1, o = 1, 235 = 1, x43 = 1, 254 = 1, och total kostnad blir 26. Optimal
duallésning ar ovanstaende o och 5. Summering av duallésningen ger 26, sa starka
dualsatsen ar uppfylld.

9b: Om alla kostnader i rad 4 6kar med 4, kan en optimal dual 16sning fas genom
att 0ka a4 med 2. For ovrigt ar resten av duallosningen oféréandrad. Eftersom precis
samma reducerade kostnader fas, dndras inte den primala 16sningen. (Man kan ocksa
motivera detta med att alla tillatna lsningar blir precis 2 dyrare.)



