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Uppgift 1

Losningar

la: Infor slackvariabler x5, xg och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z 1 22 x3 x4 x5 xg x7 b
z|1 -6 -5 -4 -3 0 0 0|0
rzs |0 1 2 0 0 1 0 07110
|0 1 2 0 2 0 1 07112
zz |0 2 0 4 2 0 0 1116
Forst fas x1 som inkommande variabel och z7 som utgaende.
Bas |z 1 29 x3 x4 x5 ¢ T7 b
z|1 0 -5 8 3 0 O 3|48
zs |0 0 2 -2 -1 1 0 -05] 2
|0 O 2 -2 1 0 1 -05]| 4
z |0 1 0 2 1 0 0 05] 8

Darefter fas 2o som inkommande variabel och x5 som utgaende.

Bas | 2z 1 xo a3 T4 Tz Tg T7
z|1 0 0 3 05 25 0 17553
|0 0 1 -1 -05 05 0 -025]|1
¢ |0 0 0 O 2 -1 1 0] 2
z1 |0 1 0 2 1 0 O 0.5] 8

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 8, z9 = 1, z3 = 0, 4 = 0, (samt
x5 =0, x¢g = 2, z7 = 0) med z = 53. Bivillkor 1 och 3 &r aktiva, sa det blir inga stora
eller sma 6ver. Det blir dock 20 mellanstora 6ver (ty zg = 2). Duallosningen léses av i
malfunktionsraden under slackvariablerna: y; = 2.5, yo = 0, y3 = 1.75, v = 53.

Svar i ord: Gor 8 pasar av sort 1 och 1 pase av sort2.

1b: Skuggpriser fas av duallésningen, och y; = 2.5 &r storst, sa man tjinar mest pa
att oka hogerledet till bivillkor 1, dvs. kopa stora skruvar.

1c: Ny variabel zg. Reducerad kostnad: ég = 08—agy =cgs—(y1+y2+ys) = cg—4.25 >
0 om cg > 4.25. Vinsten behover vara storre an 4.25. Eftersom yo = 0 spelar vérdet
P& ago ingen roll.

1d: Dualt bivillkor: y; + y2 + y3 > ¢s. Satt in y = (2.5,0,1.75), vilket ger 4.25 > cg.
Sa duallosningen ar tillaten om cg < 4.25. Eftersom vi vill ha xg som inkommande
variabel, ska primala l6sningen inte vara optimal, dvs. duala 16sningen ska inte vara
tillaten, sa vi kréver cg > 4.25.



Uppgift 2

Malfunktionen &r summan av konvexa funktioner (linjira funktioner och kvadrater)
och bivillkoren linjéra, sa problemet ar konvext.

2a: Skriv problemet pa standardform.
gi(x) =21 —1<0, go(x) = 21 + 222 —4 <0, g3(2) = —21 <0, ga(z) = —22 <0,
81‘1 —12

viw = (Y% ) Yo = (g ) Vel = () Vo) = (g ):

Vga(z) = ( _(1) >

Man kan se grafiskt att extrempunkterna &r (0, 0), (1, 0), (1, 3/2) och (0, 2).

For punkt (1, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2 och 3 ar inte aktiva, sa us = 0 och ug = 0.
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Detta ger uy = 4 och uy = —8, s& KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (0, 2):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 1 och 4 &ar inte aktiva, sa u; = 0 och ug = 0.

s () (a5 (2)

Detta ger ug = 0 och uz = —12, s& KKT4 &r inte uppfyllda. Punkten ar inte en
KKT-punkt.

For punkt (1, 3/2):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 3 och 4 ar inte aktiva, sa ug = 0 och uq = 0.
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Detta ger u; = 3 och us = 1, sa KKT4 &r uppfyllt. Punkten ar en KKT-punkt, och
optimal, eftersom problemet ar konvext.

2b: I startpunkten &r bivillkor 3 och 4 aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —12dy — 8ds da d; > 0, do > 0, samt —1 < d < 1,
vilket har optimalldsning d = (1,1) med z = —20. Sitt (2 = (¢,t). Maximal stegléingd
blir 1. Linjeskning ger t = 5/3, sa vi far (2 = (1, 1).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —4dy — 4dy da d; <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallésning d = (0,1) med z = —4. Sitt ) = (1,1 + t). Maximal
stegldngd blir 1/2. Linjesckning ger ¢t = 1, sa vi far (3 = (1,3/2).

Nu ar bivillkor 1 och 2 aktiva. LP-problemet blir
min z = —4dy — 2dy da d; <0, di +2do <0, samt —1 <d <1,



vilket har optimallésning d = (0,0) med z = 0. Alltsa &r x = (1,3/2) optimal.

2c: Lagrangerelaxationen:

¢(u) = mingex 422 + 223 — 1221 — 8z + u(zy + 229 — 4)

dar X = {(z1,22) : 0 <z < 1,29 > 0}.

Eftersom subproblemet &r separabelt, kan vi skriva det som

o(u) = ( min (42% + (u — 12)z1)) + (min (223 + (2u — 8)xz3)) — 4u,
0<z1<1 x2>0

vilket bet?der att vi kan gora optimering 6ver x; och xo separat.

For u = 0 fas optimum fér z; = 1 och zo = 2, vilket ger ¢(0) = —16, och en undre
grans pa —16. Losningen ar inte tillaten.

For u = 1 fas optimum f6r 1 = 1 och z9 = 3/2, vilket ger ¢(1) = —15.5, och en undre
grins pa —15.5. Losningen &r tillaten, och bivillkoret &r uppfyllt med likhet, sa vi far
en 6vre grins pa f(x) = —15.5.

Det betder att vi har funnit optimum, z; = 1 och z2 = 3/2, med 6vre och undre grins
lika med —15.5, samt att w = 1 ar optimalt.

Uppgift 3

3a: Billigaste vig-problem. Anvéind Dijkstras metod. Vi far y; = 0, p1 = —, y2 = 5,
p2=LlLys=5,p3=L =8, ps=1,ys =11, p5s =3, y6 =9, ps = 2, y7r = 12, pr = 2,
ys = 14, ps = 6, yg = 16, pg = 5 (eller pg = 6). Uppnystning ger vigen 1 - 3 -5-9
(eller 1 -2-6-9), med kostnad 16.

3b: Anvind nodmérkningarna i uppgift a. Uppnystning fran nod 8 ger vigen 1 -2 - 6
- 8, med kostnad 14.

Uppgift 4

Finn maxfléde fran nod 1 till nod 4. Loésningsgang: Sok maximal flodesokande vég
med Dijkstras metod. Vi far vigen 1-2-6-7-4, med kapacitet 5. Skicka 5 enheter och
dndra tillatna riktningar. (Bage (6, 7) blir full.) S6k ater maximal flédesokande vég
med Dijkstras metod. Vi far nu viagen 1-5-6-3-4, med kapacitet 3. Skicka 3 enheter och
dndra tillatna riktningar. (Bage (6, 3) blir full.) S6k ater maximal flédesokande vég
med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-2-3-4, med kapacitet 3. Skicka 3 enheter och
dndra tillatna riktningar. (Bage (2, 3) blir full.)

I nésta iteration kan man i Dijkstras metod bara mérka/na noderna 1, 2, 5 och 6, sa
minsnittet gar mellan dessa noder och de andra, dvs. éver bagarna (2, 3), (6, 3) och
(6, 7). Maxflodet &r 11.

Uppgift 5
5a: Vi far malfunktion: max x1 + 2xs.

PO: Grafisk 16sning ger 1 = 0, 9 = 2.5 och z = 5, vilket ger z = 5.
Forgrena 6ver xo: P1 = PO 4 (22 <2), P2 = P0 + (22 > 3).

P1: Grafisk 16sning: z1 = 2/3, z9 = 2, z = 14/3 =~ 4.67, vilket ger z = 4.
Forgrena 6ver x1: P3 = P1 4 (21 <0), P4 =P1 + (1 > 1).

P3: Grafisk 16sning: x1 = 0, 9 = 2, z = 4. Heltalig 16sning, z = 4. Kapa.



P4: Kapa, ty Zz =4 och z = 4.
P2: Saknar tillaten 16sning. Kapa.
Trédet avsokt. Svar: Installera 2 apparater av sort 2. Malfunktionsvéarde 4 (8).

(Om man inte dividerar malfunktionen med 2, kan man inte kapa P4.)

5b: Finn vilken béattre heltalspunkt som forst blir tillaten nér hogerledet 6kas, dvs.
bivillkoren parallellflyttas utat. Numeriskt kan man kolla relevanta punker péa foljande
satt: Punkt (0, 2), z = 4, vénsterled=16, gamla optimum.

Punkt (2, 1), z = 4, véansterled=20, precis tillaten, men inte béttre.

Punkt (1, 2), z = 5, vinsterled=22, béttre.

Punkt (0, 3), z = 6, vénsterled=24, béttre.

Slutsats: Forsta béttre punkten ar (1, 2) blir tillaten vid hogerledet /budgeten 22.

Uppgift 6

6a: Infér ny nod 7, sdnka av styrka 1, samt bagar (4,7) och (5,7), bada med kostnad
noll. (I startlésningen ar x47 = 1.)

6b: Den givna startlosningen ar tillaten och ger att basbagarna ar (5,3), (4,3), (5,6),
(6,1) och (6,2) (samt (4,7)). Detta ger nodprisernay; =0, y2 = —3, y3 = —8, ya = —12,
ys = —11, y¢ = —7, (och y; = —12) och féljande reducerade kostnader: éo; =1 > 0
(optimalt ty x = 0), ¢é31 = —4 < 0 (optimalt ty = = u), ée3 = 4 > 0 (optimalt ty =z = 0),
¢s4 = b > 0 (optimalt ty = = 0), (samt és7 = 1 > 0 (optimalt ty 2 = 0)). Alla bagar
optimala. Losningen optimal.

6¢c: Nya reducerade kostnader: ésq = 2 + y5 — y4 = 3 > 0, fortfarande optimalt.

Co1 =2+ y2 —y1 = —1 < 0, ej optimalt. Oka.

Alltsa valj x91 som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 2-1-6-2, och maximal
dndring blir 1, pga. bage (6,1), som blir utgaende.

Detta ger nodpriserna y1 = 0, yo = =2, y3 = —7, y4 = —11, y5 = —10, yg = —6,
(och y; = —11) och f6ljande reducerade kostnader: ég; = 1 > 0 (optimalt ty = 0),
¢31 = —3 < 0 (optimalt ty z = u), ég3 = 4 > 0 (optimalt ty x = 0), ésu = 3 > 0

(optimalt ty x = 0), (samt és7 = 1 > 0 (optimalt ty = = 0)). Alla bagar optimala.
Losningen optimal.

Uppgift 7

Kinesiska brevbérarproblemet. Noderna 1 och 6 har udda valens. De forbinds billigast
med bagarna (1, 8) och (8, 6), sa dessa bagar dubbleras (kors mer &n en gang) till
kostnad av 10. En rundtur blir da t.ex. 1-8-6-8-1-3-6-5-3-4-5-7-4-2-1 (eller 5-3-4-5-7-4-
2-1-8-6-8-1-3-6-5), med kostnaden 56 + 10 = 66.

Uppgift 8

Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trad ger kostnad 40, vilket dr en undre gréns.
Tillaten 16sning med narmaste granne-heuristiken med start i nod 1 ger turen 1-8-6-7-
5-3-4-2-1 (eller 8-6-7-5-3-4-2-1-8) med kostnad 44. Vi far 6vre gréns 44 och undre grins
40, sa var 16sning kan vara 4 enheter simre &n optimum, men inte mer.



Uppgift 9

9a: Efter forsta steget fas o = (5,6,7,4,5) och g = (0,0,0,2,1). Man kan stryka alla
nollor genom att stryka rad 3 och 4 samt kolumn 1 och 3, med minsta ostrukna element
1, vilket gor att vi far o = (6,7,7,4,6) och = (—1,0,—1,2,1). Nu fas t.ex. l6sningen
13 = 1, 91 = 1, 235 = 1, z44 = 1, 259 = 1, och total kostnad blir 31. Optimal
duallésning ar ovanstaende « och 5. Summering av duallésningen ger 31, sa starka
dualsatsen ar uppfylld.

9b: Om alla kostnader i kolumn 5 6kar med 3, kan en optimal dual 16sning fas genom
att oka 05 med 3. For Gvrigt ar resten av duallosningen oférandrad. Eftersom precis
samma reducerade kostnader fas, &ndras inte den primala 16sningen. (Man kan ocksa
motivera detta med att alla tillatna lésningar blir precis 3 dyrare.)



