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Uppgift 1

la: Infor slackvariabler x4, x5 och x¢4. Starta med slackvariablerna i basen.

~

Bas | 2z x1 x90 x3 x4 x5 g b
z|1 4 -6 -3 0 0 O 0
g |0 4 2 6 1 0 0] 1000
zs |0 2 1 4 0 1 0] 400
g |0 0 2 2 0 0 1| 600

Forst fas xo som inkommande variabel och zg som utgaende.

~

Bas | 2 x1 z9 x3 x4 x5 T b
z|1 4 0 3 0 0 3 | 1800
s |0 4 0 4 1 0 -1 | 400
rzs |0 2 0 3 0 1 -0.5] 100
|0 0 1 1 0 0 0.5] 300

Darefter fas 21 som inkommande variabel och x5 som utgaende.

Bas

~

b

zZ Tl Ty T3 T4 Tp Tg

z |1 0 O 9 0 2 2 | 2000
z4 |0 O 0 -2 1 -2 0] 200
z1 |0 1 0 1.5 0 0.5 -0.25 50
zo |0 O 1 1 0 0 0.5 | 300

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir z; = 50, z2 = 300, x3 = 0, (samt
x4 = 200, 5 = 0, z¢ = 0) med z = 2000. Optimallésningen &r unik, eftersom ingen
icke-basvariabel har reducerad kostnad noll.

Bivillkor 2 och 3 &r aktiva, sa det blir inget plast eller tyg 6ver, men lokalerna racker
till oc blir 6ver (ty x4 > 0). Duallosningen léses av i malfunktionsraden under slack-
variablerna: y; = 0, yo = 2, y3 = 2, v = 2000. Skuggpriserna &r desamma som
duallésningen, och y; = 0 anger att ytterliagre lokaler har inget varde alls, yo = 2
anger att ytterligare en enhet plast 6kar malfunktionsvardet med 2, och y3 = 2 anger
att ytterligare en enhet tyg ckar malfunktionsvirdet med 2.

Svar i ord: Gor 50 skyddsvisir och 300 andningsmasker, men inga skyddsforkladen.

1b: Ny variabel z7. Reducerad kostnad: é; = ¢ — aly = ¢ — (3y1 + 3y2 + y3) =
¢t —(04+6+2)=c; —8 >0 om ¢; > 8. Vinsten behover vara storre dn 8.

1c: Dualt bivillkor: 3y; 4 2y2 + y3 > ¢7. Sétt in y = (0,2,2), vilket ger 8 > ¢7.
Duallésningen ar alltsa tillaten om ¢; < 8. Eftersom vi vill ha 27 som inkommande
variabel, ska primala losningen inte vara optimal, dvs. duala 16sningen ska inte vara
tillaten, sa vi kraver ¢y > 8.



Uppgift 2

2a: Infor en dummysénka, nod 7, av styrka 4 (som &r total kéllstyrka 15 minus to-
tal sénkstyrka 11), och bagar (1,7), (2,7) och (3,7) med kostnad noll. I den givna
startlosningen ar x17 = 1, z97 = 0 och z37 = 3.

Den givna startlosningen ar tillaten och ger att basbagarna ar (2,5), (3,4), (3,5), (1,7)
och (3,7), samt t.ex. (1,6).

Detta ger nodpriserna y; = 0, yo = 1, y3 = 0, y4 = 6, y5 = 8, y¢ = 5, yr = 0,
och foljande reducerade kostnader: ¢19 = 5 > 0 (optimalt ty z = 0), ¢4 = —4 < 0
(optimalt ty = = u), é¢o6 = —1 < 0 (optimalt ty = = u), é¢a7 = 1 > 0 (optimalt ty
x =0), é46 = 6 > 0 (optimalt ty z = 0), égz3 = 11 > 0 (optimalt ty = 0), é¢5 = 0
(optimalt oavsett ). Alla optimalitetsvillkor &r uppfyllda, sa l6sningen &r optimal.

2b: For den nya bagen fas ézg =3+ 0—5 = —2 < 0, inte optimalt ty x = 0. Vi véljer
3¢ som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 3-6-1-7-3, och maximal &ndring blir
0, pga. bage (1,6), sa vi véljer (1,6) som utgaende. Detta fordndrar enbart yg, fran 5 till
3. Foljande reducerade kostnader dndras: ¢;¢6 = 2 > 0 (optimalt ty x = 0), éo6 =1 >0
(ej optimalt ty x = u), é46 = 8 > 0 (optimalt ty x = 0), égz3 = 9 > 0 (optimalt ty
x =0), é5s = —2 < 0 (optimalt ty = = u).

Vi far xo¢ som inkommande variabel, att minska. Cykeln blir 6-2-5-3-6, och maximal
andring blir 1, pga. bage (3,5). Vi far (3,5) som utgaende. Detta fordandrar foljande
nodpriser: yo = 0 och y5 = 7. Vi far foljande reducerade kostnader: éj2 = 6 > 0
(optimalt ty = = 0), ¢14 = —4 < 0 (optimalt ty x = u), é16 = 2 > 0 (optimalt ty
x = 0), éa7 = 0 (optimalt), é46 = 8 > 0 (optimalt ty = = 0), éez3 = 9 > 0 (optimalt ty
x=0), ¢¢s = —1 < 0 (optimalt ty z = u). Alla bagar optimala. Losningen optimal.

Andring i totalkostnad: Férsta iterationen gjorde flodeséndring noll, vilket ger kost-
nadséndring noll. I andra iterationen gjordes flédeséndringen 1, och eftersom reducerad
kostnad for inkommande variabel var 1, och flédet minskades, s& blir kostnadséndringen
—1. Totalkostnaden minskades alltsa med 1.

2c: Finn maxflode fran nod 1 till nod 5 (i natverket utan nod 7). Starta med flode
noll. Losningsgang: S6k maximal flédesokande vig med Dijkstras metod. Vi far vagen
1-2-5, med kapacitet 5. Skicka 5 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bada bagarna
blir fulla.) Sk ater maximal flédesdkande viag med Dijkstras metod. Vi far nu végen
1-6-5, med kapacitet 4. Skicka 4 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bada bagarna
blir fulla.) Sk ater maximal flédesdkande viag med Dijkstras metod. Vi far nu végen
1-4-6-3-5, med kapacitet 2. Skicka 2 enheter och #dndra tillatna riktningar. (Bage (1,
4) blir full.)

I nésta iteration kan man i Dijkstras metod bara mérka nod 1, sa minsnittet gar mellan
nod 1 och de andra, dvs. dver bagarna (1, 2), (1, 4) och (1, 6). Det betyder att om
man vill 6ka maxflodet, maste kapaciteten pa nagon av dessa bagar 6kas. Det betyder
ocksa att den nya bagen (3,6) inte skulle 6ka maxflodet. Maxflodet ar 11.

Uppgift 3

Malfunktionen ar summan av kvadrater och linjara delar, sa den &r konvex, och eftersom
bivillkoren &r linjira, ar problemet konvext.



3a: Extrempunkterna ar (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) och (0,0,1). Origo kan tas bort direkt,
for det innebér ju inga &mnen alls. I varje annan punkt av dessa ingar (hogst) ett d&mne,
sa det ar tveksamt att kalla detta “blandning”. Egenskaperna hos enskilda &mnen ar
kénda sedan tidigare, sa har ar man intresserad av en blandning med minst tva &mnen.

Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi(z) =21+ 22+ 23 -1<0, ga() = —21 <0, g3(z) = —22 <0, gu(z) = —23 <0,

1621 — 8 1 -1
V@)= 822—-10 |,Va(z)=1| 1 |, Vg (z)= 0],
16x3 — 12 1 0
0 0
Vgs(x)=| —1 |, Va(z) = 0
0 -1

Foér punkt (0, 0, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 1 ar inte aktivt, sa uq = 0.

-8 -1 0 0 0
KKT3: —10 | +uq 0 | +us| -1 | +us 0]=120
—12 0 0 -1 0

Detta ger u; = —8, ug = —10 och uy = —12, s& KKT4 ar inte uppfyllt. Punkten ar
inte en KKT-punkt.

For punkt (1, 0, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 2 ar inte aktivt, s& us = 0.

8 1 0 0 0
KKT3: —10 | +ur | 1 | 4+us| =1 | +ug 0O ]=1(20
—12 1 0 -1 0

Detta ger uy = —8, ug = —18 och uy = —20, s& KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar
inte en KKT-punkt.

Foér punkt (0, 1, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT2: Bivillkor 3 ar inte aktivt, sa ug = 0.

-8 1 -1 0 0
KKT3: =2 | +ur | 1 | +u2 0 | +w 0 ]=1020
—12 1 0 -1 0

Detta ger u; = 2, us = —6 och uy = —10, sa KKT4 ar inte uppfyllt. Punkten ar inte
en KKT-punkt.

Foér punkt (0, 0, 1):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT2: Bivillkor 4 ar inte aktivt, sa ug = 0.

—8 1 -1 0 0
KKT3: —10 “+ uq 1 + u9 0 + us —1 = 0

4 1 0 0 0
Detta ger u1 = —4, us = —12 och ug = —14, sa KKT4 &r inte uppfyllda. Punkten ar
inte en KKT-punkt.



3b: Lagrangerelaxationen:
¢(u) = ming> 827 + 423 + 823 — 81 — 10x9 — 1223 + uy (z1 + 22 + 23 — 1).
Lat oss tillfdlligt ignorera bivillkoren z > 0, och finna minimum genom att sétta

1621 — 8+ uy 0
VoL(z,u) =0. Vifar | 8z — 10+ w; =10 |,
1623 — 12 4 uy 0

vilket ger x; = (8 —u1)/16, x9 = (10 —u1)/8 och 3 = (12 —u;)/16. Detta géller under
forutsattning att x inte blir negativt, sa losningen blir
x1 = max(0, (8 — u1)/16), xo = max(0, (10 — u1)/8) och x5 = max(0, (12 — uy)/16).

For u =0 far vi 1 = 1/2, zo = 5/4, x3 = 3/4, vilket ger ¢(0) = —51/4 = —12.75, och
en undre grans pa —12.75. x1 + x9 + x3 = 5/2 > 1, sa losningen &r inte tillaten.

For u =5 far vi z; = 3/16, 9 = 5/8, x3 = 7/16, vilket ger p(5) = —67/8 = —8.375,
och en undre grans pa —8.375. z1 + z2 + 3 = 5/4 > 1, sa 10sningen ar inte tillaten.

For u =6 far vi 21 = 1/8, x9 = 1/2, 3 = 3/8, med malfunktionsvirde ¢(6) = —8.25,
vilket ger en undre grans pa —8.25. x1 + x2 + x3 = 1, sa losningen é&r tillaten. Vi far
en Ovre grans pa —8.25.

Det optimala vérdet pa u; ar 6, eftersom Ovre grians ar lika med undre grans, och
bivillkoret blev precis uppfyllt. Losningen x1 = 1/8, 9 = 1/2 och x3 = 3/8 &r optimal.

3c: Genom att siitta x3 = 377 i malfunktionen, fas f(z) = 802? + 422 — 44z; — 1022
och bivillkoren blir 4z + 22 < 1, 1 > 0 och x5 > 0.

I startpunkten (0, 1) &r bivillkor 1 och 2 aktiva. Férsta LP-problemet blir

min z = —44d; — 2dy da 4d; +d2 <0, d; >0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallssning d = (0.25,—1) med z = —9. Sitt 22 = (0.25¢,1 — t).
Maximal steglingd blir 1. Linjesckning ger t = 0.5, s vi far 2(2) = (0.125,0.5).

Nu ar bara bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir
min z = —24d; — 6dy da 4d; + do < 0, samt —1 <d <1,
vilket t.ex. har optimallosning d = (0,0) med z = 0. Alltsa 4r « = (0.125,0.5) optimal.

Uppgift 4

4a: Billigaste vag-problem. Anvéand Dijkstras metod. Vi far y3 =0, p1 = —, yo = 1,
p2:17y3:2’p3:27y4:2)p4:]-ay5:37p5:35y6:5ap6:3)y7:47p7:5-
Ak till nod 7, ty y7 < ys. Uppnystning ger vigen 1 -2 - 3 - 5 - 7 med restid 4 timmar.

4b: Se nodpriser y i uppgift a. Nod 2 nas efter 1 timme, nod 3 nas efter 2 timmar,
nod 5 nas efter 3 timmar, nod 7 nas efter 4 timmar.

Uppgift 5

5a: P0: Grafisk 16sning ger 1 = 30/11 ~ 2.72, x9 = 35/22 ~ 1.59 och z = 290/11 ~
26.36, vilket ger z = 26.
Forgrena 6ver x1: P1 = PO + (21 <2), P2 =P0 + (x; > 3).

P2: Grafisk 16sning: x1 = 3, xo = 1.25, z = 25, vilket ger z = 25.
Forgrena 6ver xo: P3 = P2 + (29 < 1), P4 = P2 4 (29 > 2).



P4: Saknar tillaten 16sning. Kapa.
P3: Grafisk 16sning: x1 = 3, o = 1, z = 23. Heltalig 16sning, z = 23. Kapa.

P1: Grafisk 16sning: 1 = 2, 290 = 11/6 ~ 1.83, z = 74/3 ~ 24.67, vilket ger z = 22.
Forgrena 6ver xo: P5 = P1 + (29 < 1), P6 = P1 4 (22 > 2).

P6: Grafisk 16sning: x1 = 1.5, zo = 2, z = 23.5, vilket ger z = 23. Kapa, ty z = 23.
P5: Grafisk 16sning: x1 = 2, 9 = 1, z = 18, vilket ger z = 18. Kapa, ty z = 23.

Tradet avsokt. Basta l16sning ar x1 = 3, o = 1 med 2z = 23.
Svar: GOr om tre salar av typ 1 och en 1 typ 2. Det ger 23 intensivvardsplatser.

5b: Tillatna varden for z1: {1,2,3}. Tillatna vérden for zo: {1,2,3}.

Angiven l6sning: (1,2): Tillaten, malfunktionsvérde z = 21. Bivillkor for béttre 16sning:
'z > z + 1, vilket blir 5z1 4 8z2 > 22. (0)

Forgrena 6ver x1: Pl: z; <1, P2: 7 > 2.

P1: 27 = 1: Bivillkor 0: 5+ 8x2 > 19 = 8x9 > 14 = z9 > 2.

Tillatna vérden for z;: {1}. Tillatna varden for xa: {2,3}.

Bivillkor 1: 5 4+ 4x2 < 20 ger inget.

Bivillkor 2: 2+ 629 < 15 = 629 < 13 = 9 < 2.

Tillatna vérden for x;: {1}. Tillatna vérden for xo: {2}. Losningen fixerad.
Bivillkor 3: Ok.

Bivillkor 0: 5+ 16 = 21 # 22. Tillaten 16sning saknas. Kapa.

P2: 21 > 2. Bivillkor 0: Ok.

Bivillkor 1: 10 4+ 4z < bxq + 4x9 < 20 = 49 <10 = 29 < 2.

Tillatna vérden for z1: {2,3}. Tillatna vérden for zo: {1,2}.

Bivillkor 2: 4 + 6z < 221 + 629 < 15 = 629 < 11 = x9 < 1.

Tillatna varden for z1: {2,3}. Tillatna vérden for zo: {1}.

Bivillkor 3: Ok.

Bivillkor 0: 5x1 +8 > 22 = 51 > 14 = 1 > 3.

Tillatna vérden for x;: {3}. Tillatna vérden for xo: {1}. Losningen fixerad.
Bivillkor 1: Ok.

Bivillkor 2: Ok.

Bivillkor 3: Ok.

Losningen tillaten. Uppdatera béasta majliga 16sning: (3,1) med z = 23. Kapa. Tréadet
avsokt. Problemet 16st.

Uppgift 6

Kinesiska brevbararproblemet. Noderna 2 och 3 har udda valens. De forbinds billigast
med bagarna (1, 2) och (1, 5), sa dessa bagar dubbleras (kors mer &n en gang) till
kostnad av 11/2=5.5. En rundtur blir da t.ex. 1-2-7-8-4-5-6-3-4-2-1-3-1, med kostnaden
67+ 5.5 = 72.5. Korsningarna 5, 6, 7, 8 passeras en gang, korsningarna 2, 3, 4 passeras
tva ganger, korsning 1 passeras en gang, forutom start och slut.

Uppgift 7

7a: Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trad ger kostnad 64, vilket dr en undre grans.
Med heuristik kan man antingen fa turen 1-2-8-7-5-6-3-4-1, med kostnad 67, eller 1-2-
3-6-8-7-5-4-1, med samma kostnad. Vi far 6vre grans 67 och undre grians 64, sa var



16sning &r hogst 3 enheter for dyr.

7b: Nod 3 har for hog valens i 1-tradet, sa vi kan lagga till bivillkoret
T3 + T34 + x36 + T33 < 2.

Uppgift 8

8a: Efter forsta steget fas o = (7,6,7,4,5) och g = (0,0,0,2,0). Man kan stryka
alla nollor genom att stryka rad 1 och 3 samt kolumn 1 och 3, med minsta ostrukna
element 1, vilket gor att vi far o = (7,7,7,5,6) och f = (—1,0,—1,2,0). Nu fas
losningen z15 = 1, x91 = 1, 232 = 1, 243 = 1, 54 = 1, och total kostnad blir 32.
Optimal duallésning &r ovanstaende « och S. Summering av duallésningen ger 32, sa
starka dualsatsen ar uppfylld.

8b: I den sista matrisen med reducerade kostnader ar hela rad 5 noll, medan det
endast finns en nolla i rad 1. Det betyder att det bara finns en mdéjligt plats for person
1, medan person 5 kan placeras vid vilken plats som helst. (Dock kan ju andra personers
begransningar ge begrasningar for person 5.) Vi drar slutsatsen att person 5 &r mer
flexibel dn person 1.



