Tekniska Hogskolan i Linképing
Matematiska Institutionen
Optimeringslara

Kaj Holmberg

TAOPSS
Losning till tentamen
2020-08-28

Losningar

Uppgift 1

la: Infor slackvariabler s, xg och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas | z r1 T3 X3 X4 I3 Tg 7 6
z(1 4 -2 3 -2 0 0 0] 0
z |0 1 1 1 1 1 0 0]100
|0 1 1 -1 0 0 1 0] 20
zz|0O O 1 1 -1 0 0 1] 30

Forst fas x1 som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas |z 1 29 x3 x4 x5 x6 X7 b
z|1 0 2 -7 -2 0 4 0]80
zs |0 0 0 2 1 1 -1 0180
1|0 1 1 -1 0 0 1 0120
zz |0 0 1 1 -1 0 0 1130

Darefter fas x3 som inkommande variabel och x7 som utgaende.

Bas | 2z x1 20 x3 x4 x5 xg x7 b
z|1 0 9 0 -9 0 4 7|29
zs |0 O -2 0 3 1 -1 -2] 20
7|0 1 2 0 -1 0 1 1] 50
xz|0 O 1 1 -1 0 0 1] 30

Nu blir x4 inkommande variabel och x5 utgaende.

Bas | z 1 To X3 X4 Ty g 7 b
z|1 O 3 0 0 3 1 1 350
x4 |0 0 -2/3 0 1 1/3 -1/3 -2/3| 20/3 = 6.667
z |0 1 4/3 0 0 1/3 2/3 1/3|170/3 ~ 56.667
xz3 |0 0 1/3 1 0 1/3 -1/3 1/3|110/3 =~ 36.667

Nu &r tablan optimal.

Optimallosningen blir x;
x4 = 6.667, (samt x5 = 0, ¢ = 0, x7 = 0) med z

= 56.667, x2 = 0, 3 = 36.667,
= 350. Optimall6sningen ar unik,

eftersom ingen icke-basvariabel har reducerad kostnad noll.

Alla bivillkor ar aktiva. Duallésningen lases av i malfunktionsraden under slackvari-
ablerna: y; =3, yo =1, y3 =1, v = 350.

Skuggpriserna ar desamma som duallésningen, och anger hur mycket malfunktionsvérdet
skulle 6ka om motsvarande hogerled 6kar med en enhet. (Eftersom y; &r storst, skulle
man tjina mest pa att 6ka hogerledet i bivillkor 1, dvs totalsumman.)



Svariord: Satsa 56.67 mkr pa bidrag 1: Mdéjlighet att skjuta upp betalning av skatt och
avgifter, inget pa bidrag 2: Slopat krav pa lakarintyg under de forsta 14 sjukdagarna,
36.67 mkr pa bidrag 3: Stéd vid minskad omséattning, och 6.67 mkr pa bidrag 4: Slopad
karens.

1b: Ny variabel zg. Reducerad kostnad: és = cs —aly = 2 — (y1 + y2 — y3) =
2—(341—-1)=—-1<0. Nej, avdela inga pengar till den bidragstypen.

Uppgift 2

2a: Infor en dummysénka, nod 7, av styrka 2 (som &r total kéllstyrka 7 minus to-
tal sidnkstyrka 5), och bagar (1,7), (2,7) och (4,7) med kostnad noll. I den givna
startlosningen ar x17 = 2, z97 = 0 och z47 = 0.

Den givna startlosningen &r tillaten och ger att basbagarna ar (1,7), (2,6), (4,6), (6,3),
(6,5), samt t.ex. (1,2).

Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 5, y3 = 20, y4 = 5, y5 = 16, yg = 11, y; = 0,

och foljande reducerade kostnader: ¢14 = 0 (optimalt), é¢;g6 = —2 < 0 (inte optimalt
ty © = 0), éa5 = —3 < 0 (optimalt ty =z = u), és5 = 11 > 0 (optimalt ty = 0),
¢43 = —b < 0 (optimalt ty z = u), éa7 = 5>0 (optimalt ty = = 0), ¢4 = 5 > 0

(optimalt ty & = 0). Losningen ej optimal. Oka 216. Cykeln blir 1-6-2-1, och maximal
dndring blir 0, pga. bage (1,2), sa vi véljer (1,2) som utgaende.

Nu blir nodpriserna y1 = 0, yo = 3, y3 = 18, y4 = 3, y5 = 14, y¢ = 9, y7 = 0, och
foljande reducerade kostnader: ¢j2 = 2 > 0 (optimalt ty = 0), ¢14 = 2 > 0 (optimalt
ty x = 0), é25 = —3 < 0 (optimalt ty = = u), ¢35 = 11 > 0 (optimalt ty x = 0),
¢43 = —b < 0 (optimalt ty © = u), éo7 = 3 > 0 (optimalt ty x = 0), é47 = 3 > 0
(optimalt ty = = 0). Alla optimalitetsvillkor &r uppfyllda, sa 16sningen &r optimal. Vi
har inte &ndrat nagot flode, sa flodet var optimalt fran borjan.

2b: For den nya bagen fas é;5 = 10+0—14 = —4 < 0, inte optimalt ty z = 0. Vi véljer
x15 som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 1-5-6-1, och maximal dndring blir
0, pga. bage (1,6), sa vi véljer (1,6) som utgaende.

Nu blir nodpriserna y; =0, yo = —1, y3 = 14, y4 = —1, y5 = 10, yg = 5, y7 = 0, och
foljande reducerade kostnader: ¢12 = 6 > 0 (optimalt ty = 0), ¢14 = 6 > 0 (optimalt
ty z = 0), ¢i6 = 4 > 0 (optimalt ty x = 0), ¢35 = —3 < 0 (optimalt ty z = u),
¢35 = 11 > 0 (optimalt ty = = 0), é43 = —5 < 0 (optimalt ty x = u), éa7 = —1 < 0 (€]
optimalt ty x = 0), é47 = —1 < 0 (ej optimalt ty = = 0).

Vi véljer xo7 som inkommande, att 6ka. Cykeln blir 2-7-1-5-6-2, och dndringen blir 1,
bl.a. pga. bage (1,5), som vi véaljer som utgaende.

Nu blir nodpriserna y; = 0, yo = 0, y3 = 15, y4 = 0, y5 = 11, yg¢ = 6, y7 = 0, och
foljande reducerade kostnader: ¢;2 =5 > 0 (optimalt ty = 0), ¢14 = 3 > 0 (optimalt
ty x = 0), ¢15 = —1 < 0 (optimalt ty = = u), é1¢ = 3 > 0 (optimalt ty x = 0),
¢o5 = —3 < 0 (optimalt ty & = u), ¢35 = 11 > 0 (optimalt ty x = 0), é&43 = =5 < 0
(optimalt ty = = wu), é47 = 0 (optimalt). Alla optimalitetsvillkor &r uppfyllda, sa
16sningen &r optimal.

Andring i totalkostnad: Férsta iterationen gjorde flodeséndring noll, vilket ger kost-



nadsandring noll. I andra iterationen gjordes flédeséndringen 1, och eftersom reducerad
kostnad for inkommande variabel var —1, och flédet ckades, sa blir kostnadsandringen
—1. Totalkostnaden minskades alltsa med 1.

2c¢: Finn maxfléde fran nod 1 till nod 5 (i nétverket utan nod 7 och utan bage (6,3)).
(Jag valjer att inte ha med bage (1,5). Om man har kvar den blir maxflodet sjalvklart
en enhet storre.)

Starta med flode noll. Losningsgang: S0k maximal flodestkande vig med Dijkstras
metod. Vi far viagen 1-2-6-5, med kapacitet 4. Skicka 4 enheter och &dndra tillatna
riktningar. (Bagarna (2,6) och (6,5) blir fulla.) Stk ater maximal flédesokande vig
med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-6-2-5, med kapacitet 2. Skicka 2 enheter och
dndra tillatna riktningar. (Bage (2,5) blir full.) So6k ater maximal flédeskande vég
med Dijkstras metod. Vi far nu véigen 1-4-3-5, med kapacitet 1. Skicka 1 enhet och
dndra tillatna riktningar. (Bage (4,3) blir full.) Har vi kvar bage (1,5), far vi den som
vag, med kapacitet 1. Skicka en enhet. Bagen blir full.

I nésta iteration kan man i Dijkstras metod mérka noderna 1, 2, 4 och 6, s& minsnittet
gar over bagarna (2,5), (6,5) och (4,3). Det betyder att om man vill 6ka maxflodet,
maste kapaciteten pa nagon av dessa bagar 0kas. Maxflodet ar 7.

Uppgift 3

3a: Rita upp det tillitna omradet. Rita in de givna punkterna. Sjukstugan maste
placeras inom det konvexa holjet av punkterna. Flyttar man den utanfor det kon-
vexa holjet, Okar avstandet till alla punkter. Omradet fér optimal placering blir da
skdrningen mellan det tillatna omradet och det konvex holjet, vilket ser ut som en sned
triangel.

3b: min f(z) da x € X, dir X = {(z,y) : 2z +y < 5,x+y > 2,2 > 0,y > 0} och
f@)=@=1?+ =12+ @=3+ -2+ @-1)*+{y-4)+(@-3)°+(y—4)* =
422 4 4y? — 162 — 22y + 57.

3c: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi(x) =20 +y—5<0,g2(x) = 2z —y+2<0, g3(x) = —2 <0, ga(x) = —y <0,

Vi = (g ) e = ) Vel = ) )

Vorto) = (g ) vauta) = (] ):

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten &r inte tillaten, sa KKT1 &ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en KKT-
punkt.

For punkt (1, 2):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Inget av bivillkoren ar aktivt, sa u; = uo = uz = uq = 0.
—16 0
KKTS:( _6):<0>.
Detta saknar uppenbarligen 16sning, sa KKT3 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.



For punkt (3, 1):
KKT1: Punkten &r inte tillaten, sa KKT1 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (1.3, 2.4):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2, 3 och 4 ar inte aktiva, sa us = uz = ug = 0.
—5.6 2 0
ke (50 )+ (F)=(0)
Detta ger u; = 2.8 > 0, sa KKT4 ar uppfyllt. Punkten ar en KKT-punkt.

Malfunktionen dr summan av kvadrater, sa den ar konvex, och eftersom bivillkoren ar
linjéra, ar problemet konvext. Darfor &r KKT-punkten (1.3, 2.4) optimal.

3d: Lagrangerelaxationen:

¢(u) = min(g y)>o 4a? + 4y? — 160 — 22y + 57 +u1(2z +y — 5) +uz(—x —y + 2) =
(ming>o 42 — 162 +u1 (22) +uz(—2)) +ming>o 4y* — 22y +us (y) +ua2(—y) +57+u1 (—5) +
UQ(2) = (minxzo 2% + (2u1 — U — 16)$ + minyzo 4y2 + (u1 — Uy — 22)y + 57 — duq + 2us

For u = (0,0), far vi x = 2 och y = 11/4 = 2.75, med ¢(0,0) = 10.75. Undre gréns:
10.75. Punkten &r inte tillaten. Den uppfyller bivillkor 2, men inte bivillkor 1. Darfor
okar vi uy till 2.

For u = (2,0), far vi x = 3/2 och y = 2.5, med ¢(2,0) = 13. Undre gréns: 13. Punkten
ar inte tillaten. Den uppfyller bivillkor 2, men inte bivillkor 1. Darfor okar vi uq till 4.

For u = (4,0), far viz = 1 och y = 9/4 = 2.25, med ¢(0) = 12.75. Punkten &r tillaten.
Undre grans ej fordndrad. Ovre grians: 15.75.

Optimala u ligger mellan (2, 0) och (4, 0). Ovre grans: 15.75. Undre grins: 13.

3e: I startpunkten (2, 0) ar bivillkor 2 och 4 aktiva. Forsta LP-problemet blir
min z = —22dy da dy +dy > 0, do > 0, samt —1 < d <1,

vilket har optimallésning d = (0,1) med z = —22. Sitt (2 = (2,¢). Maximal steglingd

blir 1. Linjeskning ger nagot som &r storre &n 1, sa vi far z(2) = (2, 1).

Nu ar bara bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —14ds da 2d; + do <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallésning d = (—0.5,1) med z = —14. Sitt z®) = (2 — 0.5¢,1 + ¢).
Maximal steglingd blir 4. Linjesokning ger t = 1.4, s vi far 2(2) = (1.3,2.4).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —5.6d; — 2.8dy da 2d; + dy <0, samt —1 < d < 1,
vilket har optimallésning d = (0,0) (till exempel) med z = 0. Alltsa ar x = (1.3,2.4)
optimal.

Uppgift 4

4a: Billigaste vag-problem. Anvénd Dijkstras metod. Vi far y3 =0, p1 = —, y2 = 1,
p2=Llys=4,p3=2,y1=3,pa=1,y5=06,ps =3, y6 =9, ps = 3, yr = 10, pr = 6.
Uppnystning ger vagen 1 - 2 - 3 - 6 - 7 med smittorisk 10.

4b: Varje nod delas upp i tva, med alla inbagar till den forsta och alla utbagar fran den



andra. Pa bagen mellan dem sétts kostnaden lika med smittorisken i noden. (Man kan
aven, lite informellt, 6ka nodpriserna i varje nod med smittorisken i noden. Formellt
har man da inte langre ett billigaste vag-problem, men metoden fungerar.)

Vifér?Jl:val:_a 92:57172:1, y3:107p3:27 y4:77p4:17 y5:157p5:37
ye = 17, pg = 4, y7 = 21, py = 6. Uppnystning ger vagen 1 - 4 - 6 - 7 med smittorisk
21.

Uppgift 5

5a: Modell:
max 2x1 + 322 + 4x3 + 2x4 da 221 + 229 + 323 + 24 < 5, 311 + 42 + 323+ 324 < 3 0Ch
xj € {0,1} for alla j.

Tillaten 16sning (1,0, 0,0) ger undre grans z = 2. Malfunktionsbivillkoret blir da 2z +
3rg + 4x3 + 224 > 3.

Den forsta fixeringen &r xo = 0 pga bivillkor 2. Dérefter fas inga fler fixeringar.
Forgrena 6ver x1. Ga ner i 1-grenen forst: Bivillkor 2 ger fixeringarna z3 = 0 och
x4 = 0. Nu &r alla variablerna fixerade, men malfunktionsbivillkoret ar inte uppfyllt,
s& grenen kapas.

Vi gar ner i andra grenen, dir xo = 0 och x; = 0. Malfunktionsbivillkoret ger da
x3 = 1. Bivillkor 2 ger da x4 = 0. Nu ar alla variablerna fixerade, och kontroll visar att
alla bivillkor ar uppfyllda. Vi har fatt en béttre tillaten 16sning (0,0,1,0) med z = 4.
Kapa grenen.

Tradet &r nu avsokt. Var bésta 16sning &r att bara ge kurs 3 pa Campus.

5b: LP-problemet 16ses med algoritmen for kontinuerligt kappsécksproblem, baserad
pa kvoterna c¢;j/a; (storst ar bast). Kvoterna blir: z1: 2/3 ~ 0.667, x2: 3/4 = 0.75, x3:
4/3 ~ 1.333, z4: 2/3 =~ 0.667, sa x3 ar bast, f0ljt av x9, med x1 och x4 lika pa sista
plats.

PO: LP-16sningen blir z3 = 1 ger b=4-3= 1,29 =1/4=0.25, 21 =0, 24 = 0, med
z = 4.75, vilket ger z = 4.
Forgrena 6ver x9: P1 = PO + (22 <0), P2 =P0 + (22 > 1).

P2: LP-16sning: x5 = 1, ger b=4—-4=0,25=0, 21 = 0, x4 = 0, med z = 3. Tillaten
heltalslosning, vilket ger z = 3.

P1: zy = 0: LP-losningen blir 23 = 1 ger b =4 —3 = 1, 21 = 1/3, 24 = 0, med
z = 4.67, vilket ger z = 4.
Forgrena 6ver x1: P3 = P1 4+ (21 <0), P4 =P1 + (1 > 1).

P4: 29 =0, z1 =1, ger b=4-3=1: LP-16sningen blir x3 = 1/4 = 0.25, x4 = 0, med
z = 3, vilket ger Z = 3. Vi har nu Z = 2, sa grenen kapas.

P3: 22 = 0, 1 = 0: LP-l6sningen blir z3 = 1 ger b=4-3= 1, x4 = 1/3, med
z = 4.67, vilket ger z = 4.
Forgrena 6ver x4: P5 = P3 + (24 <0), P6 = P3 + (24 > 1).

P6: 29 =0, 21 =0, 24 =1, ger b = 4 — 3 = 1: LP-lésning: @3 = 1/4 = 0.25, med



z = 3, vilket ger Z = 3. Vi har nu Z = 2, sa grenen kapas.

P5: 29 =0, z1 = 0, x4 = 0: LP-16sningen blir x3 = 1 ger b=4-3= 1, med z = 4,
Tillaten heltalslosning, vilket ger z = 4. Kapa grenen.

Tradet avsokt. Béasta 16sning ar = (0,0, 1,0), med z = 4.
Svar: Ge bara kurs 3 pa campus.

Uppgift 6

Kinesiska brevbararproblemet. Noderna 2, 3, 5 och 8 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (2, 4), (4, 8), (3, 6) och (5, 6), till en kostnad av 26, sa dessa
bagar dubbleras (kors mer &n en gang) till kostnad av 26/4=6.5. En rundtur blir da
t.ex. 1-2-7-8-4-2-4-8-9-5-6-3-6-5-4-3-1, med kostnaden 98 + 6.5 = 104.5. Korsningarna
7 och 9 passeras en gang, korsningarna 2, 3, 5, 6, 8 passeras tva ganger, korsningen 4
passeras tre ganger, korsning 1 passeras ingen gang, forutom start och slut.

Uppgift 7

7a: Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trad ger kostnad 48, vilket ar en undre grans.
Med heuristik kan man fa turen 1-2-8-7-9-5-6-3-10-4-1, med kostnad 50. Vi far 6vre
grans 50 och undre grans 48, sa var losning ar hogst 2 enheter for dyr.

7b: Nod 3 har for hog valens i 1-tradet, sa vi kan lagga till bivillkoret
T3 + T34 + x36 + T3 + 310 < 2.

Uppgift 8

Efter forsta steget fas o = (4,6,7,4,5) och 8 = (0,0,0,0,1). Man kan stryka alla nollor
genom att stryka rad 3 och 5 samt kolumn 1 och 3, med minsta ostrukna element 1,
vilket gor att vi far « = (5,7,7,5,5) och 8 = (—1,0,—1,0,1). Nu fas 16sningen z14 = 1,
To1 = 1, k30 = 1, 243 = 1, x55 = 1, och total kostnad blir 28. Optimal duallésning
ar ovanstaende o och 8. Summering av duallésningen ger 28, sa starka dualsatsen &r
uppfylld.



