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Losningar

Uppgift 1

la: Infor slackvariabler x5, x¢, x7, Tg, X9 och x19. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas | 2 r1 X3 X3 X4 Iy Tg Ty g X9 X110 i)
z|1 -1 -3 -2 -1 0 O 0 0 O 0] O
zx |0 4 3 5 6 1 0 0 0 0 0] 50
|0 2 2 4 5 0 1 0 0 O 0| 40
z |0 1 0 O 0 o o0 1 0 O 0] 20
x|0O O 1 O O O O 0 1 0 0| 10
x|0 O O 1 O o0 0o 0 0 1 0] 50
rop|/0 O O O 1 0 0 0 0 0 11100
Forst fas xo som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas |z x1 290 23 x4 x5 x¢ 7 X8 T9 10 b
z|1 -1 0 -2 -1 0 O O 3 O 0] 30
zxs |0 4 0 5 6 1 0 0 -3 0 0] 20
|0 2 0 4 5 0 1 0 -2 0 0] 20
xzw|0O 1 O O O o 0 1 0 o0 0] 20
zx|0 O 1 O O o0 0 0 1 0 0] 10
x|0O O O 1 O 0O 0 0 o0 1 0] 50
|0 O O O 1 0 0 0 0 0 1] 100

Darefter fas x3 som inkommande variabel och x5 som utgaende.

Bas | » r1 T2 I3 T4 rs Tg T7 rg L9 10 [;
2|1 3/ 0 0 7/5 2/5 0 0 9/5 0 0] 38
z3 |0 4/5 0 1 6/5 1/5 0 0 -3/5 0 0| 4
% |0 6/5 0 0 1/5 -4/5 1 0 2/5 0 0| 4
z7 | 0 1 0 O 0 0O 0 1 0 O 0| 20
z2 | 0 0 1 0 0 0 0 O 1 0 0| 10
9|0 -4/5 0 0 -6/5 -1/5 0 0 3/5 1 0] 46
z10 | 0 0 0 O 1 0 0 O 0 O 1| 100

Nu é&r tablan optimal. Optimalldsningen blir z; = 0, 29 = 10, 23 = 4, x4 = 0, (samt
x5 =0, z6 = 4, x7 = 20, zg = 0, x9 = 46 och x19 = 100) med z = 38.

Det forsta och det fjarde bivillkoret ar aktiva, eftersom slackvariablerna inte &r noll.
Duallésningen léses av i malfunktionsraden under slackvariablerna: y; = 2/5, y2 = 0,
y3:05 y4:9/57 3/5:07 962071}:38-

Svar i ord: Skicka Bestéll 10 doser fran Tyskland och 4 fran USA, men inga fran
Ryssland och Kina. Hela budgeten gar at, eftersom det forsta bivillkoret ar aktivt, och
alla tillgdngliga doser fran Tyskland gar at, eftersom det fjarde bivillkoret ar aktivt.



1b: Det storsta skuggpriset ar y4 = 9/5, sa man hade tjanat mest pa att forhandla
fram Okad tillgang fran Tyskland. (Det nést storsta skuggpriset ar y; = 2/5, sa en 6kad
budget kommer pa andra plats.)

1c: Ny variabel x17. Reducerad kostnad: ¢11 = ¢11 — alle = c11 — (6y1 + 3y2) =
c11 — (12/5) > 0 om ¢37 > 12/5 = 2.4. Svar: Nyttokoefficienten ska vara storre dn 2.4.

Uppgift 2
2a: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gl(x)—x1+x2+x3—10<092x) —x1+1 <0, gs(z) = 21 —3 <0,
ga(z) = =22+ 2 <0, g5(z) =22 —5 <0, gs(z) = —23+3 <0, g7(x) = 23 — 6 <0,
4x1 — 20 1 —1
Vix)= 2z9 —8 |, Vgi(x)=1| 1 |, Vga(z 01,
821 — 80 1 ) 0
1 0 0
Vgs(z) = | 0 |, Vau(z) = —1 ; Vgs(x) = [ 1 |. Vgsla) = 0 |,
0 0 0 —1
0
Vg7(x) = 0
1

For punkt (3, 5, 6):
KKT1: Punkten &r inte tillaten, sa KKT1 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (2, 3, 4):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Inget av bivillkoren ar aktivt, sa u1 = ug = uz = uqg = us = ug = 0.

—12 0
KKT3: -2 ]1=10
—48 0

Detta saknar uppenbarligen 16sning, sa KKT3 ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

For punkt (1, 5, 4):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 3, 4, 6 och 7 &r inte aktiva, sa ug = uqg = ug = uy = 0.

—16 1 -1 0 0
KKT3: 2 “+ uq 1 -+ U9 0 + us 1 = 0
—48 1 0 0 0

Detta ger u; = 48, us = 32 och us = —50, sa KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte
en KKT-punkt.

For punkt (2, 2, 6):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 2, 3, 5 och 6 &r inte aktiva, s& us = uz = us = ug = 0.

—12 1 0 0 0
KKT3: —4 | +u 1 +ug | —1 +ur| O = < 0 >
—-32 1 0 1
Detta ger u1 = 12, uqg = 8 och uy = 20,88 u > 0, och KKT4 &ar uppfyllt. Punkten &r en
KKT-punkt.



Malfunktionen dr summan av kvadrater, sa den ar konvex, och eftersom bivillkoren ar
linjdra, ar problemet konvext. Dérfor &r KKT-punkten (2, 2, 6) optimal.

2b: Lagrangerelaxationen:

QO(’U,) = min1§x1§372§x2§573§x3§6 2%% + .CC% + 4.73% — 2021 — 8x9 — 80x3 + 466 + u(a;l +Zo+
xr3— 10) = (minlgxlgg 21’% + (u — 20)IE1) + (miH2§x2§5 l’% + (u — 8)%’2) + (minggzgg(; 427:23 +
(u—80)z3) + 466 — 10u

For uw =0 far vi 1 = 3, 22 = 4 och 3 = 6, med ¢(0) = 72. Undre grins: 72. Punkten
ar inte tillaten. Den uppfyller inte bivillkor 1.

For uw = 10 far vi ;1 = 2.5, x9 = 2 och z3 = 6, med ¢(10) = 85.5. Undre grans: 85.5.
Punkten &r inte tillaten. Den uppfyller inte bivillkor 1.

For u = 12 far vi 2y = 2, x2 = 2 och 23 = 6, med ¢(12) = 86. Undre griins: 86.
Punkten &r tillaten. Ovre gréns: 86.

For u =15 far vi 1 = 1.25, 25 = 2 och z3 = 6, med ¢(15) = 84.875. Undre grins: 86
(forbéttras ej). Punkten ar tillaten. Ovre grans forbattras ej.

Det optimala véirdet dr u = 12. D4 fas en 16sning som uppfyller det relaxerade bivillko-
ret med likhet (vilket gor att 6vre och undre gréns blir lika). Optimalt malfunktiosvarder:
86. Optimal 16sning: x1 = 2, 9 = 2 och x3 = 6.

2c: I startpunkten (1, 2) &r undre grénserna pa variablerna aktiva. Forsta LP-
problemet blir

min z = —16d; — 4dy da dq > 0, do > 0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallosning d = (1,1) med z = —20. Sitt (2 = (1 +¢,2 + t). Maximal
steglingd blir 1/2. Linjesckning ger t = 10/3, s vi far t = 1/2 och 2®) = (3/2,5/2).

Nu ar bara bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = —14d1 — 3d2 da dl —l-dg < O, samt —1 < d < 1,
vilket har optimallésning d = (1,—1) med z = —11. Sitt 23 = (3/2 +¢,5/2 — t).
Maximal steglingd blir 1/2. Linjesokning ger ¢t = 11/6, sa vi far t = 1/2, och z®) =
(2,2).

Nu ar bivillkor 1 och 4 aktiva. LP-problemet blir
min z = —12d; —4ds da dq +do <0, do > 0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (0,0) med z = 0. Alltsa &r z = (2, 2) optimal.

Uppgift 3

3a: Infor en dummykélla, nod 7, av styrka 2 (som &r total sénkstyrka 8 minus total
kéllstyrka 6), och bagar (7,4), (7,5) och (7,6) med kostnad noll. Flodet i dessa bagar
ar bristen, dvs. det som kommer att saknas.

3b: I den givna startlosningen &r x74 = 1, 75 = 1 och x7¢ = 0. Startlosningen &r
tillaten och ger att basbagarna ar (1,3), (3,6), (2,4), (7,4) och (7,5) samt t.ex. (5,3).
Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = —8, y3 =6, y4 = 0, y5 = 0, yg = 14, y; = 0,
och foljande reducerade kostnader: ¢;6 = —5 < 0 (optimalt ty x = u), éo5 = —1 < 0
(optimalt ty = = u), é43 = 2 > 0 (optimalt ty = 0), é45 = 7 > 0 (optimalt ty = = 0),
¢e5 = 23 > 0 (optimalt ty z = 0), é7¢ = —14 < 0 (ej optimalt ty x = 0). Vi far x7¢ som



inkommande variabel, att oka. Cykeln blir 7-6-3-5-7, och maximal &ndring blir 0, pga.
bage (5,3), sa vi véljer (5,3) som utgaende. Nu blir nodpriserna y; = 0, yo = 6, y3 = 6,
ys = 14, y5 = 14, yg = 14, y7 = 14, och féljande reducerade kostnader: ¢;16 = —5 < 0
(optimalt ty x = u), ¢35 = —1 < 0 (optimalt ty = = u), ¢43 = 16 > 0 (optimalt ty
x=0), ¢45 =7 > 0 (optimalt ty = = 0), és3 = 14 > 0 (optimalt ty z = 0). é¢5 =9 >0
(optimalt ty = = 0). Alla optimalitetsvillkor dr uppfyllda, sa 16sningen &r optimal.
Observera att vi inte har dndrat flédet. (Hade vi valt (7,6) som basbage fran borjan,
hade vi inte behévt gora en degenererad iteration.)

3c: Nu fas éo5 = 6 + 10 — 14 = 2 > 0, inte optimalt. Vi far xo5 som inkommande
variabel, att minska. Cykeln blir 5-2-4-7-5, och maximal dndring blir 1, pga. bage (2,4)
(eller (7,4)), sa vi véljer (2,4) som utgaende. Nu blir nodpriserna y; = 0, y2 = 4, y3 = 6,
ya = 14, y5 = 14, yg = 14, y; = 14, och foljande reducerade kostnader: ¢jg = —5 < 0
(optimalt ty x = u), éaa = —2 < 0 (optimalt ty z = u), é43 = 16 > 0 (optimalt ty
x=0), ¢45 =7 > 0 (optimalt ty x = 0), és3 = 14 > 0 (optimalt ty z = 0). é¢5 =9 >0
(optimalt ty = = 0). Alla optimalitetsvillkor &r uppfyllda, sa l6sningen &r optimal.

Vi gjorde flédeséndringen —1, och eftersom reducerad kostnad for inkommande variabel
var 2, sa minskades totalkostnaden med 2.

3d: Kalla superkéllan nod 8 och supersdnkan nod 9. (Nod 7 fran tidigare deluppgifter
finns ej med.)

Finn maxfléde fran nod 8 till nod 9. Starta med flode noll. Losningsgang: S6k maximal
flodesokande vig med Dijkstras metod. Vi far vigen 8-2-4-9, med kapacitet 3. Skicka
3 enheter och dndra tillatna riktningar. (Bage (2,4) blir full.) Sok ater maximal
flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far nu t.ex. vigen 8-2-5-9, med kapacitet
2. Skicka 2 enheter och éndra tillatna riktningar. (Bage (2,5) blir full.) Sok ater
maximal flodesOkande vag med Dijkstras metod. Vi far nu t.ex. vigen 8-1-3-9, med
kapacitet 2. Skicka 2 enheter och dndra tillatna riktningar. (Bage (1,3) blir full.) Sék
ater maximal flodeskande vag med Dijkstras metod. Vi far nu vagen 8-1-6-9, med
kapacitet 1. Skicka 1 enhet och &ndra tillatna riktningar. (Bage (1,6) blir full.) I nésta
iteration kan man i Dijkstras metod méarka noderna 8, 1 och 2, sa minsnittet gar over
bagarna (1,3), (1,6), (2,4) och (2,5). Det betyder att om man vill 6ka maxflodet, maste
kapaciteten pa nagon av dessa bagar ckas. Maxflodet ar 8.

Uppgift 4

PO: Grafisk 16sning ger 1 = 0, 2 = 19/9 =~ 2.11 och z = 95/3 ~ 31.67, vilket ger
z = 31.

Forgrena 6ver xo: P1 = PO 4 (23 <2), P2 = PO + (22 > 3).

P1: Grafisk 16sning: 1 = 1/7 ~ 0.14, z = 220/7 ~ 31.43 vilket ger z = 31.

Forgrena 6ver x1: P3 = P1 + (21 <0), P4 =P1 + (1 > 1).

P3: Grafisk 16sning: x1 = 0, x9 = 2, z = 30. Heltalig 16sning, z = 30. Kapa.

P4: Grafisk 16sning: z7 = 1, 9 = 4/3 ~ 1.33, z = 30, vilket ger z = 30.

Vi har nu Z = 30 = z sa grenen kapas.

P2: Saknar tillaten 16sning. Kapa.

Tradet avsokt. Optimallosning: x1 = 0, xo = 2. Svar: Inrétta tva vaccinationsstationer
vid sjukhusen. Total kapacitet blir 30.



Uppgift 5

5a: Billigaste vag-problem. Anvénd Dijkstras metod. Vi far y; = 0, p1 = —, y2 = 2,
p2:17y3:4ap3:17y4:47p4:17y5:67p5:2ay6:67p6:27y7:7ap7:37
ys =7, p1 =4,y =8, pr =4, 410 =8, pro =5, y11 = 8, p11 = 5, y12 = 9, p12 = T,
y13 =12, p13 =11, y1a = 11, p1a =7, y15 = 11, p15 = 9, y16 = 12, p1s = 11, y17 = 14,
p17 = 15. I ovanstaende 16sning anger y; nar person j blev smittad och p; av vem. Alla
ar smittade efter 14 dagar.

Uppgift 6

Inga fixeringar fas i forsta rundan, sa vi férgrenar over x.

I grenen x7 = 1: Bivillkor 1 ger z3 = 0. Bivillkor 3 ger zo = 0. Inga fler fixeringar.
Forgrena over x4.

I grenen x4 = 1: (1 =1, 2 = 0, 3 = 0) Alla variabler fixerade. = = (1,0,0,1). Kolla
tillatenhet. Losningen tillaten: z = 15.

Nytt malfunktionsbivillkor: 10xq + 7xo + 11x3 + 5x4 > 16.

Kapa grenen.

I grenen z1; = 0: Malfunktionsbivillkoret ger z3 = 1. Bivillkor 1 ger 25 = 0 och x4 = 0.
Alla variabler fixerade. x = (0,1,0,0). Kolla tillatenhet. Malfunktionsbivillkoret kan
ej uppfyllas. Kapa grenen.

Tradet avsokt. Optimal 16sning: 1 =1, 2o =0, z3 =0, x4 = 1, med z = 15.
Svar: Varva kandidat 1 och 4.

Uppgift 7

Kinesiska brevbéararproblemet. Noderna 2, 3, 5 och 9 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (3,5) samt (2,4) och (4,9), till en kostnad av 15, sa dessa bagar
dubbleras (gas mer dn en gang) till kostnad av 15. En rundtur blir da t.ex. 1-3-5-3-4-
5-6-7-9-8-2-4-9-4-2-10-1, med totaltiden 80 + 15 = 95.

Uppgift 8
Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trad ger kostnad 26, vilket ar en undre grans.

Yttervarvet ger en tillaten 16sning med kostnaden 31. Ett 3-byte, (1,2), (2,3), (6,7)
bort, ersittes av (1,3), (2,6) och (2,7), sdnker kostnaden till 29. (Aven andra heurstiker
kan anvéndas.)

Vi far 6vre gréns 29 och undre grins 26, sa var 16sning ar hégst 3 enheter for dyr.

Nod 3 har for hog valens i 1-tradet, sa vi kan lagga till bivillkoret
T13 + T3 + 34 + T36 < 2.

Uppgift 9

9a: Efter forsta steget fas a = (7,8,8,5,6) och 5 = (0,0,8,11,6). Man kan stryka alla
nollor genom att stryka rad 1, 2 och 3, samt kolumn 2, med minsta ostrukna element 1,
vilket gor att vi far a = (7,8,8,6,7) och 5 = (0,—1,8,11,6). Man kan nu inte stryka
alla nollor med farre &n 5 streck. Man far t.ex. l16sningen x13 = 1, z94 = 1, 235 = 1,
2492 = 1, 51 = 1, och total kostnad blir 60. Optimal duallésning ar ovanstaende « och



. Summering av duallésningen ger 60, sa starka dualsatsen &ar uppfylld.

9b: Primala optimall6sningen forandras ej. Duala optimallésningen férandras genom
att 54 6kas med 5 (fran 11 till 16), 85 okas med 10 (fran 6 till 16), och a5 6kas med 4
(fran 7 till 11). (Skulle man 16sa om problemet fran borjan ar det inte sékert att man
far dessa a och f3.)



