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Losningar

Uppgift 1

la: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi(x) =21 =3 <0, g2(x) = —21 <0, g3(x) =22 =5 < 0, ga() = —22 <0, g5(2) =

Vorta) = (1 ) Vaut) = (] ) o) =} ).

Extrempunkter: (0, 5), (3, 0) och (3, 3.5) (samt origo).

For punkt (0, 5):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 1 och 4 ar inte aktiva, sa u; = ug = 0.

—24 —1 0 1 0
KKTS3: ( 32>—|—uz< 0>+u3<1>+us<2>—<0>.
Detta ger —ug +us = 24 och uz +2us = —32. (P.g.a redundans skulle man kunna sétta
us eler us till noll, men det gor jag inte.) Vi far ug = us — 24 och ug = —32 — 2us. For

att fa uo > 0 kravs us > 24, och for att fa us > 0 kravs us < —16, sa det gar inte att
fa bada uppfyllda. KKT4 kan inte uppfyllas. Punkten ar inte en KKT-punkt.

For punkt (3, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 2, 3 och 5 &r inte aktiva, sa us = uz = us = 0.
—12 1 0 0
KKTS3: ( _8>+U1<0>+U4<_1><0>.
Detta ger u; = 12 och ugy = —8, s& KKT4 ar inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (3, 3.5):

KKT1: Punkten ar tillaten.

KKT?2: Bivillkor 2, 3 och 4 &r inte aktiva, sa us = uz = ugq = 0.

acts: (2 ) (D) e (1) = ()

Detta ger u; + us = 12 och 2us = —20, vilket ger ug = 22 och us = —10, sa KKT4 ar
inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.

Ingen av punkterna d&r KKT-punkt, och ingen ddarmed optimal.

1b: I startpunkten &ar inga bivillkoren aktiva. Férsta LP-problemet blir

min z = —20d; da —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (1,0) med z = —20. Sitt (2 = (1 +¢,1). Maximal
steglingd blir 2. Linjesckning ger ¢ = 5, sa vi far t = 2 och (2 = (3,1).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir



min z = —12d; da d; <0, samt —1 <d <1,
vilket har (ickeunik) optimallosning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar = (3,1) optimal.

1c: Lagrangerelaxationen:
QO(’U,) = min0§x1§370§x2§5 2.73% + 41’% — 24z — 8xo + u(xl + 229 — 10) = 2%% + 41’% + (u —
24)x1 + (2u — 8)xy — 10u

For w = 2 far vi 1 = 3 och 3 = 1/2 = 0.5, med ¢(2) = —69. Undre gréns: —69.
Punkten &r tillaten, och ger 6vre grans —57.

For w = 3 far vi 1 = 3 och 9 = 1/4 = 0.25, med ¢(3) = —301/4 = —75.25.
Undre gréns forbéttras inte. Punkten &r tillaten, och har malfunktionsviarde —223/4 =
—55.75. vilket inte forbattrar 6vre griansen. (Att bada granserna forsdmras ar ett
tydligt tecken pa att vi &r pa vag at fel hall.)

Det optimala virdet pa u #r mindre &n 2. Ovre griins ir —57 och undre gréns &r —69.

(Optimalt varde &r faktiskt u = 0, vilket ger z; = 3 och 2 = 1 med &6vre och undre
grins bada lika med —58. Sa blir det nér det relaxerade bivillkoret inte ar aktivt i
optimum.)

Uppgift 2

2a: Infor slackvariabler x5, x¢ och z7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z x1 20 x3 x4 x5 xg x7 b
z|1 -5 -4 -3 -4 0 0 0] 0
zs |0 2 2 3 4 1 0 0]200
|0 1 2 0 0 0 1 0] 80
zw |0 O O 1 2 0 0 1]100

Forst fas x1 som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas b

zZ X1 T2 X3 T4 X5 Xg X7
z|1 0 6 -3 -4 0 5 0]400
zx |0 0 -2 3 4 1 -2 0] 40
zz |0 1 2 0 0 0 1 01} 80
zz|0 O 0 1 2 0 1| 100

Darefter fas x4 som inkommande variabel och x5 som utgaende.

Bas | z o3 T T3 T4 T5 T T7 b
z|1 0 4 0 O 1 3 01440
s |0 O -1/2 3/4 1 1/4 -1/2 0] 10
z1 |0 1 2 0 0 0 1 0] 80
z7 |0 0 1 -1/2 0 -1/2 1 1| 80

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 80, 3 = 0, x3 = 0, ©4 = 10,
(samt x5 = 0, ¢ = 0 och zy = 80) med z = 440. Bivillkor 1 och 2 &r aktiva,
eftersom slackvariablerna &ar noll. Duallosningen lases av i malfunktionsraden under
slackvariablerna: y; =1, yo = 3, y3 = 0, v = 440.

Svar i ord: Detta skulle ge 80 ettor och 10 bostader med 4 rum eller fler. Bivillkoret



for utrymme och material blir begriansande, samt det forsta av blandningsbivillkoret.
Eftersom tvaor och treor saknas helt, dr det tveksamt om det blir ett blandat boende.
Det blir nog bara studenter och vélbestéllda familjer. (Om man bara har tre bivillkor
blir hogst tre variabler storre dn noll.)

2b: Skuggpriserna dr lika med dualldsningen (1, 3, 0), och anger hur mycket man skulle
vinna pa att 6ka hogerledet men en enhet. Att Oka hogerledet pa bivillor 1 skulle ge
en viss vinst, att 6ka hogerledet pa bivillkor 2 skulle ge mer, men for bivillkor 3 inget.
Valj bivillkor 2.

2c: Ny variabel xg. Reducerad kostnad: ¢g = cg — aSTy =cg— 6y =cg—6>0om
cg > 6. Vinsten skulle alltsa behdva vara storre dn 6 for takldgenheter.

Uppgift 3

PO: LP-optimum: z; = 100/7 ~ 14.28, x9 = 50/7 ~ 7.14, z = 400/7 ~ 57.14. Detta
ger z = 57. Vi forgrenar over x.

P1 = PO +(z; < 14).
P2 = PO +(z; > 15).

P1: LP-optimum: xy = 14, 2o = 7.5, z = 57, s& vi har fortfarande zZ = 57. Forgrena
over xs.

P4 = P1 +(z2 > 8).

P3: LP-optimum: z; = 14, x5 = 7, z = 56. En tillaten heltalslosning, sa vi far z = 56.
Spara losningen och kapa grenen.

P4: LP-optimum: z; = 13.6, xo = 8, z = 56.8. Detta ger Z = 56. Grenen kan inte ge
battre 16sning an vi har, kapa.

P2: Saknar tillaten 16sning.

Tradet avsokt. Optimallosning: 1 = 14, x9 = 7, z = 56. 1 ord: Bygg 14 sma hus och
7 storre hus.

Uppgift 4

4a: Finn billigaste uppspannande trad med Kruskals eller Prims metod, vilket ger
z = 63.




4b: Handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kostnad 73.

For att fa en tillaten 16sning kan man notera att nod 4 och 6 har valens 2, sa alla
bagar som ansluter till dessa tva noder maste vara med i 16sningen. En girig heuristik
med dessa begrasningar kan ge 16sningen 1-2-3-4-9-7-5-8-6-1, med kostnaden 84. Vi far
alltsa 6vre grans 84 och undre gréns 73, sa 16sningen ligger hégst 11 fran optimum.

4c: Det ar ett kinesiskt brevbararproblem. Noderna 1, 2, 3 och 9 har udda valens, och
det billigaste sdttet att fa jaimn vales &r att dubblera bagarna (1,2), (3,4) och (4,9).
Kostnaden for turen blir 138 + 23 = 161. En optimal tur ar 1-2-5-1-2-3-4-9-4-3-7-9-8-
7-5-8-6-1.

Graf 2, som ar en handelsresandetur, dr mycket enkelt att snérgja. Det ar bara att
folja rundturen (en gang). Ingen bage passeras mer &n en gang.

Graf 1, som &r ett trid, ar jobbigare att snoroja, eftersom man kan férvinta sig manga
noder med valens ett, vilket gor att manga bagar maste passeras mer én en gang. Det
ar inte sa svart att hitta billigaste vagen mellan tva noder, eftersom det bara finns en
vag, men att hitta det billigaste sattet att hoéja alla valenser till jdmna ar fortfarande
ett matchingsproblem. Sa det ar sannolikt jobbigare att 16sa problemet i graf 1 &n i
graf 3.

Uppgift 5

5a: Startlosningen ar tillaten och ger att basbagarna &r (1,5), (2,3), (5,3), (5,6), (7,8),
(8,4) samt t.ex. (3,4) Detta ger nodpriserna y; = 0, yo = 15, y3 = 30, y4 = 47, y5 = 13,
ye = 31, y7 = 15, ys = 30, och foljande reducerade kostnader: ¢jo =1 > 0 (optimalt ty
x=0), ésg =1 > 0 (optimalt ty z = 0), é75 = 15 > 0 (optimalt ty z = 0), ¢g4 = —5 < 0
(optimalt ty = = u). Alla optimalitetsvillkor &r uppfyllda, sa losningen &r optimal.



(Om man skulle vélja en annan startbasbage an (3,4), kan man behdva gora en de-
genererad iteration, dvs. med flédesandring noll, men med basbyte, for att bevisa op-
timalitet.)

5b: Nu fas és7 = 1+ 13 — 15 = —1 < 0, inte optimalt. Vi far x57 som inkommande
variabel, att oka. Cykeln blir 5-7-8-4-3-5, och maximal &ndring blir 2, pga. bage (8,4)
(eller (7,8)), sa vi valjer (8,4) som utgaende. De nodpriser som &ndras ar y; = 14
och ys = 29, och de fordndrade reducerade kostnaderna blir ésg = 2 > 0 (optimalt ty
x = 0), é75 = 14 > 0 (optimalt ty z = 0), és4 = —1 < 0 (optimalt ty z = u). Alla
optimalitetsvillkor &r uppfyllda, s& l6sningen &r optimal.

5c¢: Lat nod 9 vara nya noden. Finn maxfléde fran nod 9 till nod 4. Starta med fléde
noll. Losningsgang: Sok maximal flddestkande vag med Dijkstras metod. Vi far t.ex.
vagen 9-2-3-4, med kapacitet 7. Skicka 7 enheter och dndra tillatna riktningar. (Bage
(2,3) blir full.) Sok ater maximal flddestkande vdg med Dijkstras metod. Vi far nu
t.ex. vagen 9-1-5-8-4, med kapacitet 7. Skicka 7 enheter och dndra tillatna riktningar.
(Bagarna (1,5) och (8,4) blir fulla.) Sék ater maximal flddesokande viag med Dijkstras
metod. Vi far nu vigen 9-7-5-6-4, med kapacitet 6. Skicka 6 enheter och &ndra tillatna
riktningar. (Bagarna (7,5) och (6,4) blir fulla.) So6k ater maximal flédesokande vég
med Dijkstras metod. Vi far nu viagen 9-7-8-5-3-4, med kapacitet 1. Skicka 1 enhet och
dndra tillatna riktningar. (Bage (3,4) blir full.) I nésta iteration kan man i Dijkstras
metod mérka alla noder utam 4, sa minsnittet gar 6ver bagarna (3,4), (6,4) och (8,4).
Maxflodet ar 21.

Uppgift 6

6a: Billigaste vig, 16s med Dijkstras metod. Losningen ger nodpriser (gangtid) for alla
noderna. Vi far nodpriser och foregangare y1 = 0, yo = 11, po = 1, y3 = 25, p3 = 2,
Yya =16, p4 =6, y5 =8, ps =1, y¢ = 11, ps = 5, yr = 13, pr = 1, ys = 19, ps = 5,
yo = 14, pg = 6, y10 = 20, p1p = 7 Det hogsta nodpriset ar y19 = 20, sa det tar alltsa
20 minuter att ga dit. Vagen ar 1-7-10.

6b: Vi har y7 = 13, sa den nya bagen skulle ge yg = 14, vilket &r en forbattring. Den
maximala tiden minskar med 6 minuter.

Uppgift 7

Ta: Efter forsta steget fas a = (5,7,8,4,5) och g = (1,21,0,11,7). Man kan stryka
alla nollor genom att stryka rad 2 och 3, samt kolumn 3, med minsta ostrukna element
1, vilket gor att vi far o = (6,7,8,5,6) och § = (1,21,—1,11,7). Nu kan man stryka
alla nollor genom att stryka rad 2 och 5, samt kolumn 2 och 3, med minsta ostrukna
element 1, vilket gor att vi far « = (7,7,9,6,6) och f = (1,20,—2,11,7). Man kan
nu inte stryka alla nollor med farre &n 5 streck. Man far t.ex. 16sningen x12 = 1,
xos = 1, w34 = 1, 243 = 1, x51 = 1, och total kostnad blir 72. Optimal duallésning
ar a = (7,7,9,6,6) och 5 = (1,20,—2,11,7). Summering av duallésningen ger 72, sa
starka dualsatsen ar uppfylld.

7b: Alla kostnadskoefficienter i rad 1 6kar med 2, i rad 2 med 3, i rad 3 med 2 och i rad
5 med 1. Duala optimallésningen foérandras da genom att o 6kas med 2, ao 6kas med 3,
ag Okas med 2, a5 6kas med 1. Optimal duallésning ar alltsa nu o = (9,10, 11,6, 7) och
B = (1,20,—2,11,7). Den primala optimallosningen forédndras ej. Den totala kostnaden



Okar med 24+3+2+1=28.



