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Losningar

Uppgift 1

la: Infor slackvariabler x4, x5 och xg. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z 1 9 x3 x4 x5 x¢ b
z|1 -10 -8 -7 0 O 0] O
x4 | 0 5 5 5 1 0 01100
z5 | 0 4 2 2 0 1 0| 70
zg | O 4 4 2 0 0 1| 50

Forst fas x1 som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas |z x1 9 x3 x4 x5 T b
z|1 0 2 -2 0 0 2.5 | 125
z4 |0 O O 25 1 0 -1.25]37.5
z5 |0 0 -2 0 0 1 -1 20
z1 |0 1 1 05 0 0 0.25]125

Darefter fas x3 som inkommande variabel och x4 som utgaende.

Bas | 2z 1 xo a3 T4 Ts Tg b
z|1 0 2 0 08 0 15155
r3 |0 0 0O 1 04 0 -05] 15
5 |0 0 -2 0 0 1 -1 20
xz |0 1 1 0 -02 0 05| 5

Nu é&r tablan optimal. Optimallésningen blir z; = 5, 9 = 0, z3 = 15, (samt z4 = 0,
x5 = 20 och g = 0) med z = 155. Optimallésningen &r unik, eftersom ingen icke-
basvariabel har reducerad kostnad noll. Bivillkor 1 och 3 ar aktiva, eftersom slack-
variablerna ar noll. Duallosningen lises av i malfunktionsraden under slackvariablerna:
y1 = 0.8, yo =0, y3 = 1.5, v = 155.

Svar i ord: Losningen &r att gora (pasar for) 5 hyllor av sort 1 och 15 av sort 3. Vinsten
blir 155. Alla skruvar och muttrar gar at, men det blir 20 brickor 6ver.

1b: Skuggpriserna &r lika med duallosningen (0.8, 0, 1.5), och anger hur mycket man
skulle vinna pa att oka hogerledet med en enhet. Att 6ka tillgangen pa muttrar (bivill-
kor 3) ger mest vinstokning.

1c: Ny variabel x7. Reducerad kostnad: ¢; = ¢ — a?y = cy — 10y; — 10y2 — 10y3 =
c;7 —8—15 =c¢7; — 23 > 0 om ¢7 > 23. Vinsten skulle alltsa behova vara storre an 23
for att denna hyllsort ska vara l6nsam att ta med.



Uppgift 2

2a: Startlosningen &r tillaten och ger att basbagarna ar (1,3), (2,5), (3,4), (5,4), (7,4)
samt nagon bage som ansluter till nod 6, jag véljer (1,6). Detta ger nodpriserna y; = 0,
yo =14, y3 =8, y4s = 23, y5 = 18, ys = 7, y7 = 14, och foljande reducerade kostnader:
¢35 = 4 > 0 (optimalt ty = = 0), ég2 = 1 > 0 (optimalt ty x = 0), ég5 = —4 < 0
(optimalt ty « = u). Alla optimalitetsvillkor &r uppfyllda, sa lésningen &r optimal.

2b: Nu fas ég5 = 7+ 20 — 18 = 9 > 0, inte optimalt. Vi far zg; som inkommande
variabel, att minska. Cykeln blir 5-6-1-3-7-4-5, och maximal &ndring blir 3, pga. bage
(1,3), (3,7), (7,4) eller (5,4), sa vi har manga utgaende bagar att vélja pa. Jag véljer
(5,4). De nodpriser som é&ndras &r yo2 = 23 och y5 = 27, och de reducerade kostnaderna
blir ¢35 = —4 < 0 (inte optimalt ty x = 0), és4 = 9 > 0 (optimalt ty =z = 0),
¢e2 = —8 < 0 (inte optimalt ty = = 0),

Vi véljer xzg2 som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 6-2-5-6, och maximal
andring blir 1, pga. bage (6,5), vilken blir utgaende. De nodpriser som &ndras &r
y2 = 15 och y5 = 19, och de reducerade kostnaderna blir ¢35 = 3 > 0 (optimalt ty
x =0), ésa =1 > 0 (optimalt ty x = 0), ég5 = 8 > 0 (optimalt ty x = 0). Alla
optimalitetsvillkor ar uppfyllda, sa l0sningen ar optimal.

2c: Finn maxflode fran nod 1 till nod 4. Starta med flode noll. Losningsgang: Sok
maximal flédesdkande viag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-3-5-4, med kapacitet
4. Skicka 4 enheter och dndra tillatna riktningar. (Alla bagarna langs vigen blir fulla.)
Sok ater maximal flddesdkande vag med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-6-2-5-3-7-4,
med kapacitet 4. Skicka 4 enheter och dndra tillatna riktningar. (Alla bagarna langs
végen blir fulla, férutom (3,5) som blir tom.) S6k ater maximal flodesdkande vig med
Dijkstras metod. Vi kan bara mérka nod 1, sa minsnittet gar éver bagarna (1,3) och
(1,6). Maxflodet ar 8.

Uppgift 3

3a: De hornpunkter som har minst en koordinat lika med noll ger ju en bokhylla med
yta noll och plats for noll bocker. Inte bra. Kvar att kolla dr bara punkterna (10,10)
och (6,12).

Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.

g1(z) = 214+222—-30 <0, g2(x) = —2z1+2x9 <0, g3(x) =21 —10 < 0, g4(x) = —x1 <0,
2x1 — 16 1
95(1:) Z2 18 < O’ gG(l‘) T2 = 07 Vf(.'E) < 4132 — 60 >> v.gl(l‘) ) >7

Vorlo) = (73 ) Vantor = (g ) Tt = (g ) vosta) = ().
Vgs(z) = ( _(1) >

For punkt (10, 10):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 2, 4, 5 och 6 &r inte aktiva, s& us = uqy = us = ug = 0.

s () (1) () (5)

Detta ger u; + us = —4 och 2u; = 20. Vi far u; = 10 och ug = —14. KKT4 &r inte



uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.

For punkt (6, 12):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 3, 4, 5 och 6 &r inte aktiva, s& ug = uqy = us = ug = 0.

—4 1 -2 0
Detta ger u; — 2uy = 4 och 2uj +ug = 12, vilket ger u; = 28/5 och uy = 4/5, sa KKT4
ar uppfyllt. Punkten ar en KKT-punkt.

Alla bivillkor &r linjdra och malfunktionen bestar av summan av konvexa delar, sa
problemet dr konvext. Dérfor &r KKT-punkten (6,12) ocksa optimal.

3b: I startpunkten ar bivillkor 2, 4 och 6 aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —16d; — 60dy da —2d; +ds < 0,0 < d <1,
vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —76. Sitt 2(?) = (¢,t). Maximal steglingd
blir 10. Linjesokning ger t = 38/3 > 10, sa vi far t = 10 och z(®) = (10, 10).

Nu ar bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = 4dy — 20ds da di 4+ 2do <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallsning d = (—1,0.5) med z = —14. Sitt 23 = (10 — ¢,10 + 0.5¢).
Maximal steglingd blir 4. Linjesokning ger t = 14/3 > 4, sa vi far t = 4 och z(® =
(6,12).

Nu ar bivillkor 1 och 2 aktiva. LP-problemet blir
min z = —4d; — 12ds da dy +2ds <0, —2d; +ds <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallosning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar x = (6,12) optimal.

3c: Lagrangerelaxationen:
QD(U) = minggxlglopgnglg x% —1—23:% —16x1 —60x2 4+ uq (:L‘l +2x9— 30) —i-UQ(—Qxl —f—xg) =
22 4+ 223 + (ug — 2ug — 16)z1 + (2ug + ug — 60)x9 — 30Uy

Minimum kan fas genom att sédtta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 221 +u; — 2ug — 16 = 0 och 4xs + 2uy +uz — 60 = 0, dvs. 1 = 8 —u3 /2 — uy
och 9 = 15 — w1 /2 — ug/4, forutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet
0 <x1 <10 o0ch 0 < x9 < 18. Annars hamnar pa ndrmaste grans.

For w = (0,0) far vi ;1 = 8 och z9 = 15, med ¢(0,0) = —514. Undre gréns: —514.
Punkten &r inte tillaten, och ger ingen 6vre grans.

For u = (6,0) far vi 1 = 5 och 2 = 12, med ¢(6,0) = —493. Undre gréns okar till
—493. Punkten ar inte tillaten, och ger ingen 6vre grins.

For uw = (3,3) far vi 1 = 9.5 och x9 = 12.75, med ¢(3,3) = —505.375. Undre grans
andras ej. Punkten &r inte tillaten, och ger ingen Gvre grans.

Vi far ingen Ovre gréans, och den undre grénsen ar —493. Eftersom de angivna varden
pa u inte ger nagon tillaten losning, &r de for sma. (Exempelvis ger u = (6,2) en
tillaten 16sning.)

Uppgift 4

Handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kostnad 43.



For att fa en tillaten 16sning kan man notera att nod 1 och 6 har valens 2, sa alla bagar
som ansluter till dessa tva noder maste vara med i losningen. En tillaten 16sning ar
1-2-4-5-6-8-7-3-9-1, med kostnaden 52. Detta ger 6vre grians 52 och undre gréans 43, sa
16sningen ligger hogst 9 fran optimum.

Uppgift 5
5a: Billigaste vag, 16s med Dijkstras metod. Billigaste véigen: 1-2-6-5-8-9, kostnad 31.

5b: Vi har yg = 25 och y4 = 13, sa en bage (4,8) med c4g = 8 skulle sénka yg till 21,
och dérmed yg till 27, sa ja, det skulle ga 4 tidsenheter snabbare.

Uppgift 6
PO: LP-optimum: z; = 1.5, z9 = 3, z = 16.5. Detta ger z = 16. Vi férgrenar over x.

P1 = PO +(l’1 < 1).
P2 = PO +(271 > 2).

P1: LP-optimum: xy = 1, x5 = 3, z = 14. En tilldten heltalslosning, sa vi far z = 14.
Spara l6sningen och kapa grenen.

P2: LP-optimum: 1 = 2, x5 = 2, z = 16. En tillaten heltalslosning, sa vi far z = 16.
Spara 16sningen och kapa grenen.

Tradet avsokt. Optimallosning: x1 = 2, zo = 2, z = 16. I ord: K&p tva av varje sort.
Uppgift 7

Det ar ett kinesiskt brevbararproblem. Noderna 2, 3, 4 och 7 har udda valens, och det
billigaste sittet att fa jamn vales dr att dubblera bagarna (2,4) och (3,7). Kostnaden
for turen blir 68 + 13 = 81. En optimal tur ar 1-8-7-3-4-5-6-2-4-2-1-3-7-1.

Uppgift 8

Efter forsta steget fas a = (3,4,4,4,5) och 8 = (0,0,0,1,2). Man kan stryka alla
nollor genom att stryka rad 2, samt kolumn 1, 3 och 5, med minsta ostrukna element 1,
vilket gor att vi far « = (4,4,5,5,6) och 8 = (—1,0,—1,1,1). Man kan nu inte stryka
alla nollor med farre &n 5 streck. Man far t.ex. 16sningen x15 = 1, z94 = 1, 231 = 1,
x43 = 1, x55 = 1, och total kostnad blir 24. Optimal duallosning ar o = (4,4,5,5,6)
och f =(-1,0,—1,1,1). Summering av duallosningen ger 24, sa starka dualsatsen &r
uppfylld.

Uppgift 9

la: Modell:
Bivillkor:



1 +290 <1 (1)
r3t+wgt+aw5 <2 (2)
x3 < a1 (3)
To < x4 (4)
T4 = X5 (5)
z; €0, 1Vj

Malfunktion: max ¢'x = 721 + 622 + 423 + 324 + 325

Bivillkor 5 hanteras enklast genom att sla ihop variablerna x4 och z5. Lat x¢ = 1 om
24 =1 och x5 =1, och g = 0 om 24 = 0 och 25 = 0. Modell blir da:

r1t+x20 <1 (1)
T3 + 226 < 2 (2)
I3 S T (3)
xg < g (4)
T € 0, 1Vj

Malfunktion: max ¢fx = 7x; + 629 + 4dxs + 626

1b: Forst fas inga fixeringar, sa vi forgrenar over xj.
Pl: z1=1. P2: 21 =0.

Pl: 21 =1 ger 22 =01 (1). Sedan inga fler fixeringar. Forgrena 6ver z3.
P3: .%'1:1. .1'3:1. P4. l‘lzl. .%'3:0.

P3: 23 =1 ger g = 01 (2). Allt fixerat. Kapa grenen. Ar 16sningen tilliten? Ja.
Notera malfunktionsvirdet: z = 11. Malfunktionsbivillkoret (0) blir 7x1 + 62 + 423 +
61‘6 > 12.

P4: Ingen fixering. Forgrena 6ver xg.
P5: [131:1. .%'3:0. 1’6:1. P6: xlzl. 1133:0.

P5: Allt fixerat. Kapa grenen. Ar 16sningen tilliten? Ja. Notera malfunktionsvérdet:
z = 13. Malfunktionsbivillkoret (0) blir 7x; + 6x9 + 4x3 + 6xg > 14.

P6: Villkor (0) kan ej uppfyllas. Kapa.
P2: 21 =0 ger 3 =01 (3). Villkor (0) kan ej uppfyllas. Kapa.

Tradet avsokt. Optimum funnet i P5: 21 = 1. 23 =0. 3 =0. ¢ = 1. 2z = 13. Svar i
ord: Satsa pa produkt 1, 4 och 5.



