Tekniska Hogskolan i Linkoping TAOPS88
Matematiska Institutionen Losning till tentamen
Optimeringslara 2022-08-26

Kaj Holmberg

Losningar

Uppgift 1

la: Infor slackvariabler x4, x5, g och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z 1 29 x3 x4 x5 x¢ 7 b
z|1 -1 -1 -1 0 O O 0] O
x4 |0 10 10 8 1 0 O 0] 100
zs |0 10 O 5 O 1 0 0] 30
x|0 O 5 3 0 0 1 0] 20
zz |0 10 15 7 0 0 0 1]120

Forst fas x1 som inkommande variabel och x5 som utgaende.

Bas | 2z 1 xo T3 X4 T5 Xg Ty b
z|1 0 -1 -1/2 0 1/10 0 0| 3
x4 |0 0 10 3 1 -1 0 0|70
z |0 1 0 1/2 0 1/10 0 0| 3
g |0 0 b 3 0 0 1 0]20
z7 |0 0 15 2 0 -1 0 1]90

Darefter fas 2o som inkommande variabel och xg som utgaende.

Bas | 2z 1 xo T3 X4 Ts Tg Xy b
z|1 0 0 1/10 0 1/10 1/5 0] 7
x4 |0 0 O 301 -1 -2 0130
x |0 1 0 1/2 0 1/10 0 0] 3
xz2 |0 0 1 3/5 0 0 1/5 0] 4
z7 |0 0 O -7 0 -1 -3 1130

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir x1 = 3, x9 = 4, 3 = 0, (samt 24 = 30,
x5 = 0, zg = 0 och x7 = 30) med z = 7. Optimallosningen &r unik, eftersom ingen
icke-basvariabel har reducerad kostnad noll. Bivillkor 2 och 3 ar aktiva, eftersom slack-
variablerna ar noll. Duallésningen ldses av i malfunktionsraden under slackvariablerna:
y1=0,92=1/10,y3=1/5,y4 =0, v =T.

Svar i ord: Gor 3 pasar av blandning 1 och 4 pasar av blandning 2. Malfunktionsvérdet
blir 7. Alla hallon och krusbar gar at, men det blir 30 jordgubbar och 30 bjérnbar over.

1b: Skuggpriserna ar lika med duallosningen, och anger hur mycket man skulle vinna
pa att Oka hogerledet med en enhet. Att Oka tillgangen pa krusbéar (bivillkor 3) ger
storst vinstokning.

1c: Ny variabel xg. Reducerad kostnad: ¢g = cg — aSTy =1—-10y; — 10yg =1 > 0. Ja,
det skulle bli fler pasar.



Uppgift 2

2a: Startlosningen &r tillaten och ger att basbagarna ar (1,6), (3,6), (3,7), (6,2), (6,5)
och (7,4). Detta ger nodpriserna y; = 0, yo = 15, y3 =4, y4 = 19, y5 = 14, yg = 7,
y7 = 10, och f6ljande reducerade kostnader: ¢13 = 2 > 0 (optimalt ty = 0), ¢éo5 =
5> 0 (optimalt ty x = 0), és5 = 1 > 0 (optimalt ty = = 0), ¢és4 = 0 (optimalt). Alla
optimalitetsvillkor &r nu uppfyllda, sa 16sningen ar optimal.

2b: Nu far vi é35 = —1 < 0 (inte optimalt ty = 0). Jag véljer x35 som inkommande,
att 0ka. Cykeln blir 3-5-6-3, och maximal &ndring blir 40. Det ger bage (3,6) som
utgaende. Nya nodpriser blir y3 = 0, yo = 15, y3 = 5, ya = 20, y5 = 14, yg = 7,
y7 = 11, och reducerade kostnaderna ¢;3 = 1 > 0 (optimalt ty z = 0), éo5 = 5 > 0
(optimalt ty 2 = 0), é36 = 1 > 0 (optimalt ty z = 0), ¢s4 = —1 < 0 (optimalt ty = = u).
Alla optimalitetsvillkor &r nu uppfyllda, sa losningen ar optimal.

2c¢: Finn maxflode fran nod 1 till nod 5. Starta med fléde noll. Losningsgang: Sok
maximal flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-3-5, med kapacitet
170. Skicka 170 enheter och éndra tillatna riktningar. (Bage (1,3) blir full.) Sok
ater maximal flodestkande viag med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-6-2-5, med
kapacitet 100. Skicka 100 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bage (6,2) blir full.)
Sok ater maximal flodeskande vag med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-6-5, med
kapacitet 50. Skicka 50 enheter och #ndra tillatna riktningar. (Bage (1,6) blir full.)
Sok ater maximal flodesokande vig med Dijkstras metod. Vi kan bara mérka nod 1, sa
minsnittet gar 6ver bagarna (1,3) och (1,6). Maxflodet ar 320.

Uppgift 3

3a: De hornpunkter som har minst en koordinat lika med noll ger ju att potatis
och/eller sallad saknas, vilket han inte vill. Kvar att kolla dr bara punkterna (4,1)
och (2,3).

Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi1(x) = x1+ 22 -5 <0, go(x) = —w1 <0, g3(x) = —w2 <0, g4(v) = 21 —4 <0,

() = 22 =3 <0, 91() = (2710 ) Voo = (1 ) Vo) = (g ):

Varta) = (3 ) Vo) = (g ) ante) = (] ).

For punkt (4, 1):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2, 3 och 5 ar inte aktiva, sa us = ug = us = 0.

16 1 1 0
Detta ger uy + uq4 = —16 och u; = 10. Vi far u; = 10 och uy = —26. KKT4 &r inte
uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.

For punkt (2, 3):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2, 3 och 4 ar inte aktiva, sa us = uz = ug = 0.

s (8 el o (1)- (1)

Detta ger u1 = 0 och w1 + us = 2, vilket ger u; = 0 och us = 2, s& KKT4 &ar uppfyllt.



Punkten dr en KKT-punkt.

Alla bivillkor &ar linjéara, sa det tillatna omradet ar konvext. Malfunktionen &r konvex,
sa hela problemet &r konvext. KKT-villkoren visar da att punkt (2,3) &r optimal.

3b: I startpunkten &r bivillkor 2 och 3 aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —16d; — 14dy da 0 < d < 1,
vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —4. Sétt z(®) = (¢,¢). Maximal steglingd
blir 2.5. Mimimum ldngs denna linje ger ocksa t = 2.5, sa vi far t = 2.5, vilket ger
? = (2.5,2.5).

Nu ar bara bivillkor 1 aktivt. LP-problemet blir

min z = 4dy — 4dy da di +do <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallésning d = (—1,1) med z = —8. Sitt 2(3) = (2.5—¢,2.5+¢). Maximal
steglingd blir 0.5. Linjesokning ger t = 2/3 > 0.5, sa vi far t = 0.5 och z(?) = (2,3).

Nu ar bivillkor 1 och 5 aktiva. LP-problemet blir
min z = —2dy da d; +do <0, dy <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar punkten x = (2, 3) optimal.

3c: Lagrangerelaxationen:
gp(u) = minggmlgzl,ogngg 4{L‘% + 2.%'% — 1621 — 1429 + u(xl + 19 — 5) = 4.%'% + 2%% + (u —
16)z1 + (u — 14)x9 — Su.

Minimum kan fas genom att sitta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 8x1 +u— 16 = 0 och 4zo +u—14 =0, dvs. 1 =2 —u/8 och x9 = 7/2 —u/4,
forutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet 0 < x1 < 4 och 0 < z9 < 3.
Annars hamnar man pa nirmaste grans.

For u =0 far vi x; = 2 och z9 = 3 (ty 7/2 > 3), med ¢(0) = —40. Undre grans: —40.
Punkten &r tillaten, och ger 6vre grans —40.

For uw = 1 far vi 1 = 15/8 och x9 = 3, med ¢(1) ~ —40.06. Undre gréns andras ej.
Punkten é&r tillaten, och ger 6vre grans —39.9375

For u =2 far vi ;1 = 7/4 och x5 = 3, med ¢(2) = —40.25.25. Undre gréns éndras ej.
Punkten &r tillaten, och ger 6vre gransen —39.75.

Vi far bésta 6vre och undre gréans lika med —40, och u = 0 ar faktiskt optimal. (Néar
man Okar u blir bada grénserna sémre.)

Uppgift 4

4a: Det ar ett kinesiskt brevbararproblem. Noderna 1, 2, 5 och 6 har udda valens, och
det billigaste sittet att fa jaimn valens ar att dubblera bagarna (1,6), (2,4) och (4,5).
Kostnaden for turen blir 53 4+ 14 = 67. En optimal tur ar 1-2-3-5-4-2-4-6-7-5-4-1-6-1.

4b: Handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kostnad 33.

For att fa en tillaten 16sning kan man notera att nod 3 och 7 har valens 2, sa alla bagar
som ansluter till dessa tva noder maste vara med i l6sningen. En tillaten 16sning som
kan fas med ndrmaste-granne, med ovanstaende begransning, ar 1-4-2-3-5-7-6-1, med
kostnaden 36. Detta ger 6vre grans 36 och undre gréns 33, sa losningen ligger hogst 3



fran optimum.

4c: Eftersom alla noder ska understkas ar den totala tiden for detta konstant, och
paverkas inte av vilken vig man viljer.

Uppgift 5
5a: Billigaste vég, 16s med Dijkstras metod. Billigaste vagen: 1-3-5-7, kostnad 13.

5b: Vi har y7 = 13 och yg = 9, och bage (6,7) har kostnad 6, sa totaltiden via nod 6
blir 15, vilket &r 2 mer &n den basta.

Uppgift 6

6a: P0: LP-optimum: x; = 1.2, o = 1.1, z = 10.4. Detta ger z = 10. Vi forgrenar
over x1.

P1 = PO +(1‘1 < 1).
P2 = PO +(z1 > 2).

P1: LP-optimum: z; =1, 2 = 1.25, z = 10, vilket ger ger z = 10. Forgrena over xs.

P3 = P1 + (g < 1).
P4 = P1 +(zy > 2).

P3: LP-optimum: z1 = 1, x9 = 1, z = 9. En tillaten heltalslosning, sa vi far z = 9.
Spara l6sningen och kapa grenen.

P4: LP-optimum: z; =0, zo = 2, z = 8. Kapa, ty z =9.

P2: Saknar tillaten 16sning. Kapa.

Tradet avsokt. Optimallosning: 1 =1, x2 = 1, 2 = 9. I ord: Plantera en av varje sort.
6b: Inget av bivillkoren ar aktivt i optimum.

6c: Ligg till bivillkor 2y < 25 < 3y déar y € {0,1}.

Uppgift 7

Ta: Efter forsta steget fas o = (13,5,4,4,8) och = (0,0,0,0,1). Man kan inte stryka
alla nollor med farre &n fem streck, och far 16sningen x15 = 1, 91 = 1, 30 = 1,
x43 = 1, w54 = 1, och total kostnad blir 35. Optimal duallosning ar o = (13,5,4,4,8)
och g = (0,0,0,0,1). Summering av duallésningen ger 35, sa starka dualsatsen &r

uppfylld.

7b: «; Okar med 4 och a5 6kar med 3. Samma primallosning &dr fortfarande optimal.
Optimala malfunktionsvardet ckar med 7.



