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Uppgift 1

la: Tre bivillkor ger tre basvariabler. Eftersom bade vanliga variabler och slackvari-
abler kan vara basvariabler, blir hogst tre vanliga variabler storre an noll. Det betyder
att hogst tre olika produkter kan inga i optimallosningen. (Under férutsittning att
man véljer en extrempunkt, vilket simplexmetoden alltid gor.)

1b: Starta med slackvariablerna som basvariabler.

Bas |z x1 29 x3 x4 x5 X6 X7 b
z|1 -3 -2 -3 -1 0 O 0|0
zs |0 3 3 o5 2 1 0 0]20
|0 2 3 4 2 0 1 0]16
z |0 1 O O O 0 0 1|5

Forst fas x1 som inkommande variabel och z7 som utgaende.

Bas |z x1 20 x3 x4 x5 xg x7 b
z|1 0 -2 -3 -1 0 0 3|15
rz |0 O 3 5 2 1 0 -3|5
|0 0 3 4 2 0 1 -2|6
z |0 1 0 O 0O O 0 1|5

Darefter fas x3 som inkommande variabel och x5 som utgaende.

Bas | z 1 To X3 X4 T5 Xg 7 b
z|1 o0 -1/5 0 1/5 3/5 0 6/5|18
xz3 |0 0 3/5 1 2/5 1/5 0 -3/5|1
z |0 0 3/5 0 2/5 -4/5 1 2/5/| 2
r1 |0 1 0 O 0 0 O 115

Nu fas xo som inkommande variabel och x3 som utgaende.

~

Bas |z 1 20 x3 x4 x5 g X7 b
z/1 0 0 1/3 1/3 2/3 0 1]55/3
z2 |0 O 1 5/3 5/3 1/3 0 -1| 5/3

¢ |0 0 O -1 0 ;111 1

r1 |0 1 0 0 0 0o 0 1 5

Nu ar tablan optimal.

OptimallGsningen blir x; =

x4 =0, 25 =0, 26 =1, 2y = 0 med z = 55/3 =
malfunktionsraden under startbasvariablerna. y; =2/3, yo =0, y3 = 1, v = 55/3.

5, g = 5/3 = 1.667, x3 = 0,
18.33. DuallGsningen lases av i

Svar i ord: Gor 500 elefanter och 166 venusar. All lagringsplats anvénds ej. Fortjansten

blir 18.33.



1c: Skuggpriserna &r lika med duallosningen, och anger hur mycket man skulle vinna
pa att oka hogerledet med en enhet. y; = 2/3 och yo = 0, s& man skulle tjdna mest
pa att oka hogerledet i bivillkor 1, dvs. maskintiden. 6 1d: Ny variabel xg. Reducerad
kostnad: ¢g = cg — agy =cg—3y; —4ys = cg —2 > 0 om cg > 2, dvs. forsaljningspriset
maste vara storre dn 2 + 9 = 11.

Uppgift 2

2a: Startlosningen ar tillaten och ger att basbagarna ar (1,2), (1,6), (2,3), (5,3) och
(6,4). Detta ger nodpriserna y3 = 0, yo = 9, y3 = 15, y4 = 12, y5 = 8, y¢ = 6,
och foljande reducerade kostnader: é15 = —2 < 0 (optimalt ty z = u), éo5 = 9 > 0
(optimalt ty = 0), ¢34 = 11 > 0 (optimalt ty = 0), ¢s4 = 2 > 0 (optimalt ty = = 0),
¢e5 = 4 > 0 (optimalt ty = 0). Alla optimalitetsvillkor &r nu uppfyllda, sa 16sningen
ar optimal.

2b: Nu far vi ésq4 = —1 < 0 (inte optimalt ty x = 0). Vélj 254 som inkommande, att
oka. Cykeln blir 5-4-6-1-2-3-5, och maximal &ndring blir 2. Det ger bage (1,6) som
utgaende. Nya nodpriser blir y3 =0, yo = 9, y3 = 15, y4 = 11, y5 = 8, y¢ = 5, och
reducerade kostnaderna ¢35 = —2 < 0 (optimalt ty x = u), ¢16 = 1 > 0 (optimalt ty
x =0), ¢35 =9 > 0 (optimalt ty x = 0), ¢34 = 12 > 0 (optimalt ty z = 0), ¢z =3 >0
(optimalt ty x = 0). Alla optimalitetsvillkor d&r nu uppfyllda, sa 16sningen &r optimal.
Totalkostnaden sanks med 1% 2 = 2.

2c¢: Finn maxflode fran nod 1 till nod 4. Starta med flode noll.

Sok maximal flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-2-3, med kapacitet
10. Skicka 10 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bada bagarna blir fulla.) Sok ater
maximal flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-5-3, med kapacitet
7. Skicka 7 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bage (1,5) blir full.) Sok ater
maximal flédesokande viag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-6-5-3, med kapacitet
2. Skicka 2 enheter och éndra tillatna riktningar. (Bage (5,3) blir full.) Sok ater
maximal flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi kan nu bara méarka nod 1, 6, 5
och 4, sa minsnittet gar 6ver bagarna (1,2), (2,5) baklanges, (5,3 ) och (3,4) baklénges.
Maxflodet ar 19.

Uppgift 3

3a: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi(r) = —x1 < 0.1, go(z) = —w2 < —0.1, g3(x) = 21 + 29 — 1 < 0, Vf(z) =

( gi;:ﬁ ) Vgi(z) = ( _é ) Vga(z) = < _(1) ) Vgsz) = ( 1 >

For punkt (0.1, 0.1):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT2: Bivillkor 3 ar inte aktivt, sa ug = 0.

—114 -1 0 0
KKT3: (_15‘2>+u1< 0>+u2<_1)—(0>
Detta ger u1 = —11.4 och us = —15.2. KKT4 ar inte uppfyllt. Punkten ar inte en
KKT-punkt.

For punkt (0.9, 0.1):
KKT1: Punkten ar tillaten.



KKT?2: Bivillkor 1 ar inte aktivt, sa u; = 0.

—6.6 0 1 0
KKTS3: (_15'2>+UQ<_1>+U3< 1>—<O>.
Detta ger ug = 6.6 och us — uo = 15.2, vilket ger Vi far uo = —8.6. KKT4 &r inte
uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.

For punkt (0.1, 0.9):

KKT1: Punkten ar tillaten.

KKT?2: Bivillkor 2 ar inte aktivt, sa us = 0.

s (1) e (1) (1) =( )

Detta ger —u1+u3 = 11.4 och ug = 8.8, vilket ger u; = —2.6, sa KK'T4 &r inte uppfyllt.
Punkten &r inte en KKT-punkt.

Alla bivillkor &r linjédra, sa det tillatna omradet ar konvext. Malfunktionen &r konvex,
sa hela problemet dr konvext. Ingen av punkterna &r optimal.

3b: I startpunkten ar de tva forsta bivillkoren aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —11.4dy — 15.2dy da 0 < d < 1,
vilket har optimallosning d = (1,1) med z = —26.6. Sitt (2 = (0.1 +¢,0.1 + t).
Maximal steglangd blir 0.4. Mimimum léngs denna linje ger ¢ = 1.9, sa vi far t = 0.4,
vilket ger z(?) = (0.5,0.5).

Nu ar bara bivillkor 3 aktivt. LP-problemet blir

min z = —9dy — 12ds da dq + do <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallosning d = (—1,1) med z = —3. Sitt ) = (0.5 — ¢,0.5 + t).
Maximal steglangd blir 0.4. Linjestkning ger ¢t = 3/14 & 0.214, sa vi far t = 3/14 och
x® = (2/7,5/7) ~ (0.286,0.714).

Nu ar bivillkor 3 aktivt. LP-problemet blir

min z = *72/7(d1 + d2) da dy +ds <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar punkten =z = (2/7,5/7)
optimal.

3c: Lagrangerelaxationen:
go(u) = minmlEO.szZO.l 333% + 4.1‘% — 121’1 — 1633‘2 + U(J?l —+ x99 — 1) = 3.1’% + 41[)% + (’LL —
12)331 + (u — 16)1’2 — U.

Minimum kan fas genom att sidtta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 621 +u — 12 =0 och 8z2 +u — 16 =0, dvs. 1 =2 — u/6 och x9 = 2 — u/8,
forutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet 21 > 0.1 och x5 > 0.1. Annars
hamnar man pa nirmaste grans.

For u =0 far vi 21 = 2 och 2 = 2, med ¢(0) = —28. Undre gréns: —28. Punkten &r
inte tillaten, sa vi far ingen 6vre grans.

For u = 8 far vi 1 = 2/3 och x5 = 1, med ¢(8) = —40/3 ~ —13.33. Undre gréans okar
till —13.33. Punkten &r inte tillaten, sa vi far ingen 6vre gréins.

For uw = 12 far vi z; = 0.1 och z9 = 0.5, med ¢(12) = —12.97. Undre gréns okar till
—12.97. Punkten &r tillaten, och ger 6vre gransen —8.17.



Vi far bésta undre grans —12.97 och 6vre grians —8.17. For u = 12 fas en tillaten
16sning, sa det optimala vardet pa u ligger mellan 8 och 12.

Uppgift 4

4a: Det ar ett handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kost-
nad 31.

Om man kor narmaste granne fran nod 1, nas inte alla noderna. Genom att byta nagra
bagar i 1-tradet, kan man fa turen 1-2-4-5-7-6-3-8-1, med kostnaden 39. Man kan ocksa
fa turen 1-2-3-6-4-5-7-8-1, med kostnaden 37. Losningen &r alltsa maximalt 8 (eller 6)
enheter dyrare &n optimum.

4b: Det ar nu ett kinesiskt brevbararproblem. Noderna 1, 2, 3, 5, 6 och 7 har udda
valens. De gator som ska koras mer dn en gang ska Oka valensen med ett for dessa
noder. Det kommer alltsa att krévas minst tre bagar. Det billigaste sattet att uppna
detta ar med bagarna (1,2), (3,6) och (5,7). Dessa bagar bildar en perfekt matchning
tilld essa noder.

4c: Vi loser nu det kinesiska brevbararproblemet, genom att dubblera ovanstaende
bagar, och hitta en Eulertur i denna graf. Kostnaden for turen blir 90. En optimal tur
ar t.ex. 1-2-4-5-6-4-3-6-7-5-7-8-6-3-2-1-3-8-1. (Manga andra méjligheter finns.)

4d: Det bésta vore att ta bort den dyraste gata som kors tva ganger, i detta fall (5,7),
vilket tar bort subturen 7-5-7 fran turen, och minskar kostnaden med 2 x 5 = 10.

Uppgift 5
5a: Billigaste vag, 16s med Dijkstras metod. Billigaste vagen: 1-2-4-7, kostnad 15.

5b: Vi har y5 = 11 och y7 = 15, sa om c¢57 < 4 skulle ge battre 10sning. Vagen blir da
1-2-5-7.

Uppgift 6
PO: LP-optimum: x; = 5.5, z9 = 0, 2z = 16.5. Detta ger z = 16. Vi forgrenar 6ver x;.

P1 = PO +(z; < 5).
P2 = PO +(z; > 6).

P1: LP-optimum: x; =5, x9 = 2/7 =~ 0.286, z = 115/7 ~ 16.43 vilket ger ger z = 16.
Forgrena 6ver xo.

P3 = P1 + (3 < 0).
P4 = P1 +(x9 > 1).

P3: LP-optimum: xy = 5, 3 = 0, z = 15. En tilldten heltalslésning, sa vi far z = 15.
Spara l6sningen och kapa grenen.

P4: LP-optimum: x; = 15/4 = 3.75, o = 1, z = 16.25, vilket ger z = 16. Kan
fortfarande fa battre 16sning. Forgrena 6ver xy.

P5 = P4 +(z; < 3).



P6 = P4 +(x;, > 4).

P5: LP-optimum: z; = 3, 2 = 10/7 ~ 1.43, z ~ 16.142, vilket ger z = 16. Kan
fortfarande fa battre 16sning. Forgrena over xs.

P7 =P5 +(l’2 < 1).
P8 = P5 +(m2 > 2).

P7: LP-optimum: z; = 3, 2 = 1, z = 14, vilket ger zZ = 14. Kapa grenen, for z < z.

P8: LP-optimum: 1 = 2, x5 = 2, z = 16. En tillaten heltalslosning, sa vi far z = 16.
Spara 16sningen och kapa grenen.

P6: Eftersom PO har z = 16 kan vi kapa P2 direkt. (Saknar tillaten 16sning, men det
ar ju jobbigare att ta reda pa.)

P2: Eftersom PO har z = 16 kan vi kapa P2 direkt.

Tradet avsokt. Optimallésning: x1 = 2, 2o = 2, z = 16. [ ord: Koép tva sma och tva
stora bilar.

Uppgift 7

Ta: Efter forsta steget fas a = (5,4,4,5,4) och g = (0,2,0,0,0). Man kan stryka
alla nollor genom att stryka rad 1 och 5, samt kolumn 1 och 5, med minsta ostrukna
element 1, vilket gor att vi far o = (5,5,5,6,4) och § = (—1,2,0,0,—1). Nu kan man
inte stryka alla nollor med férre &n fem streck, och far (till exempel) 16sningen x4 = 1,
Tos = 1, 31 = 1, 249 = 1, 53 = 1, och total kostnad blir 25. Optimal duallésning
ar « = (5,5,5,6,4) och 8 = (—1,2,0,0,—1). Summering av duallésningen ger 25, sa
starka dualsatsen ar uppfylld.

7b: Den primala 16sningen ar inte unik. Man kan byta positionerna (4,2) och (5,3)
mot (4,3) och (5,2).

Den duala 16sningen ar aldrig unik. (Man kan addera valfri konstant till o och f.)



