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Losningar

Uppgift 1

la: Starta med slackvariablerna som basvariabler.

Bas |z 1 29 3 x4 x5 X6 X7 X8 b
z|1 -5 -7 8 6 0 0 0 0|0
zs |0 3 0 2 1 1 0 0 0]70
|0 3 3 2 1 0 1 0 01]60
zz |0 2 2 2 3 0 0 1 0140
zx|0 O 2 2 1 0 0 0 1]20

Forst fas x3 som inkommande variabel och zg som utgaende.

~

Bas |z x1 29 x3 x4 x5 x¢ 7 8| b
z|1 -5 1 0 2 0 0 O 4 | 80
rz5 |0 3 -2 0 0O 1 0 O -1 | 50
z¢ |0 3 1 0 0O 0 1 0 -1 140
z7 |0 2 0 0 2 0 0 1 1120
zz3 |0 O 1 1 1/2 0 0 0 1/2|10

Darefter fas x1 som inkommande variabel och x7 som utgaende.

Bas

Z X1 Ty X3 X4 Ty g T7 s b
z|1 0 1 0 3 0 0 5/2 3/2]|130
rzs |0 0 -2 0 3 1 0 -3/2 1/2| 20
s |0 0 1 0 30 1 -3/2 1/2] 10
z1 |0 1 0 O 10 0 1/2 -1/2] 10
xz3 |0 0 1 1 1/2 0 O 0 1/2] 10

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 10, x93 = 0, x3 = 10, x4 = 0,
x5 = 20, xg = 10, x7 = 0, xg = 0 med z = 130. Optimallésningen ar unik, efter-
som ingen icke-basvariabel har reducerad kostnad noll. Bivillkor 3 och 4 ar aktiva,
eftersom slackvariablerna dr noll. Duallosningen ldses av i malfunktionsraden under
startbasvariablerna, x5 - xg. y1 =0, y2 =0, y3 =5/2 = 2.5, y4 = 3/2 = 1.5, v = 130.

Svar i ord: Gor 10 pasar av sort 1 och 10 pasar av sort 3. Vinsten blir 130. Alla
muttrar av storlek M8 och M10 gar at, medan det blir 20 6ver av M4 och 10 6ver av
M6.

1b: Skuggpriserna ar lika med duallosningen, och anger hur mycket man skulle vinna
pa att 6ka hogerledet med en enhet. y3 = 2.5 &r storst, sd& man skulle tjaina mest pa
att oka hogerledet i bivillkor 3, dvs. skaffa fler M8.

1c: Eftersom det finns 10 oanvdanda M6 (och 20 M4) kan hon gora 2 nya pasar. (Eller
2.5 om vi inte kraver heltal.) Eftersom det inte innebér minskning av nagon annan



sorts pasar, ger det tkad vinst for alla positiva varden av vinsten for den nya pasen.

1d: Ny variabel xg9. Reducerad kostnad: ¢9 = cg — agy =c9g—4y;1 —4dys =c9g—6 >0
om cg > 6.

Uppgift 2

2a: Startlosningen dr tillaten och ger att basbagarna &r (1,6), (2,3), (2,4), (6,2) och
(6,5). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 8, y3 = 11, y4 = 15, y5 = 11, yg = 3, och
foljande reducerade kostnader: ¢12 = —5 < 0 (optimalt ty = = u), éa5 = 0 (optimalt),
¢34 =1 > 0 (optimalt ty x = 0), é45 = 9 > 0 (optimalt ty x = 0), é¢5 = 4 > 0 (optimalt
ty = 0). Alla optimalitetsvillkor &r nu uppfyllda, sa 16sningen ar optimal.

2b: Nu far vi é34 = —1 < 0 (inte optimalt ty x = 0). Vélj x34 som inkommande, att
oka. Cykeln blir 3-4-2-3. och maximal dndring blir 4. Det ger bage (2,4) som utgaende.
Nya nodpriser blir y; = 0, yo = 8, y3 = 11, y4 = 14, y5 = 11, yg = 3, och reducerade
kostnaderna ¢12 = —5 < 0 (optimalt ty © = u), éo4 = 1 > 0 (optimalt ty z = 0), éo5 = 0
(optimalt), ¢45 = 8 > 0 (optimalt ty x = 0), égs = 4 > 0 (optimalt ty = 0). Alla
optimalitetsvillkor &r nu uppfyllda, sa l6sningen ar optimal. Totalkostnaden sdnks med
1x4=4.

2c¢: Finn maxflode fran nod 1 till nod 4. Starta med flode noll.

Sok maximal flddes6kande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-6-5, med kapacitet
6. Skicka 6 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bage (1,6) blir full.) Sok ater
maximal flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-2-4-5, med kapacitet
3. Skicka 3 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bage (4,5) blir full.) Sok ater
maximal flodestkande vig med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-2-5, med kapacitet 2.
Skicka 2 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bage (2,5) blir full.) S6k ater maximal
flodesokande viag med Dijkstras metod. Vi kan nu bara mérka nod 1, 2, 3 och 4, sa
minsnittet gar 6ver bagarna (1,6), (6,2) baklanges, (2,5) och (4,5). Maxflodet ar 11.

Uppgift 3

3a: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi(z) = -1 < =0, g2(z) = —x22 < -0, g3(x) = 21 + 22 -1 < 0, Vf(z) =

(o) va = (g ) Ve = () vmo=( 1)

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 3 ar inte aktivt, sa ug = 0.

acts (2 (D) 0) ()

Detta ger u; = —32 och us = —16. KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

For punkt (1, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT?2: Bivillkor 1 ar inte aktlvt sa

Ui
—16
KKT3: < 16 > +UQ< B >+’LL3(

- (1)

\V)



Detta ger ug = 16 och uz — uo = 16, vilket ger Vi far ug = 0. KKT4 &r uppfyllt.
Punkten dr en KKT-punkt. (Att ug = 0 betyder att bivillkor 2, zo > 0, egentligen inte
spelar nagon roll.)

For punkt (0, 1):

KKT1: Punkten ar tillaten.

KKT2: Bivillkor 2 ar inte aktivt, sa uo = 0.

cts (2 ) vu (1) tu( 1) =(2)

Detta ger —u; + ug = 32 och ug = 8, vilket ger u; = —24, sa KKT4 ar inte uppfyllt.
Punkten &r inte en KKT-punkt.

Alla bivillkor ar linjéra, sa det tillatna omradet dr konvext. Malfunktionen ar konvex,
sa hela problemet ar konvext. KKT-villkoren visar da att punkt (1,0) &r optimal.

3b: I startpunkten ar de tva forsta bivillkoren aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —32d; — 16dy da 0 < d < 1,
vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —48. Sitt (2) = (¢,t). Maximal stegléingd
blir 1/2. Mimimum léngs denna linje fas for ¢t = 2, sa vi far t = 1/2, vilket ger
+® =(1/2,1/2).

Nu ar bara bivillkor 3 aktivt. LP-problemet blir

min z = —24d; — 12dy da di + ds <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (1,—1) med z = —12. Satt ) = (1/2 +¢,1/2 — ).
Maximal steglingd blir 1/2. Linjesokning ger t = 3/2, sa vi far t = 1/2 och (3 = (1,0).

Nu ar bivillkor 3 aktivt. LP-problemet blir
min z = —16(dy + dz) da dqy +do <0,samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (0,0) med z = 0. Alltsa &r punkten z = (1,0) optimal.

3c: Lagrangerelaxationen:
©(u) = ming, >0.2,>0 877 + 423 — 3211 — 1629 +u(z1 + 72— 1) = 822 + 423 + (u—32)71 +
(u—16)zy — u.

Minimum kan fas genom att sitta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 161 +u—32 =0 och 8z2 +u— 16 = 0, dvs. 1 =2 —u/16 och x5 = 2 —u/8,
forutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet 1 > 0 och x5 > 0. Annars
hamnar man pa nirmaste grans.

For u =0 far vi 21 = 2 och x2 = 2, med ¢(0) = —48. Undre gréns: —48. Punkten &r
inte tillaten, sa vi far ingen 6vre grans.

For uw = 8 far vi 1 = 3/2 och 9 = 1, med ¢(8) = —30. Undre gréans okar till —30.
Punkten &r inte tillaten, sa vi far ingen Ovre grans.

For u = 16 far vi 1 = 1 och z9 = 0, med p(16) = —24. Undre gréns okar till —24.
Punkten &r tillaten, och ger 6vre gransen —24.

Vi far basta undre grans —24 och &vre grans —24, sa for v = 16 fas en optimal 16sning,
dvs. det optimala vardet pa u ar 16.



Uppgift 4

4a: Det ar ett handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kost-
nad 20.

Nérmaste granne fran nod 1 ger turen 1-2-3-4-5-6, med kostnaden 25. Ldsningen ar
alltsa maximalt 5 enheter dyrare &n optimum.

4b: Det ar nu ett kinesiskt brevbararproblem. Noderna 2, 4, 5 och 6 har udda valens.
Den billigaste matchningen till dessa noder dr bagarna (2,6) och (4,5), med kostnad
10. Vi dubblerar dessa bagar, och hitta en Eulertur i denna graf. Kostnaden for turen
blir 40 4+ 10 = 50. En optimal tur &r t.ex. 1-2-3-4-2-5-4-5-6-2-6-1. (Manga andra lika
bra turer finns.)

Uppgift 5

5a: Billigaste vag, 16s med Dijkstras metod. Billigaste vagen: 1-3-4-6-8, kostnad 26.
Ja, hon kommer fram fore Valdemar.

5b: Mellantider fas av nodpriserna, som anger tiderna nir man bor passera varje nod:
Y1 =0, y3 =8, ya = 14, ys = 20, yg = 26.

Uppgift 6

6a: P0: LP-optimum: x; = 0, 3 = 3, z = 24. Detta ger z = 24. Det ar en tillaten
heltalslosning, sa vi far z = 24. Vi sparar 16sningen och kapar grenen.

Nu ar tradet avsokt. Optimallosning: 21 =0, zo = 3, z = 24. I ord: K6p tre maskiner
av sort 2.

(Aven om man kan misstdnka att tentakonstruktoren har misslyckats med att valja
lampliga siffror, maste man f6lja metoden noga.)

6b: Det andra av de tva bivillkoren &r aktivt (samt ickenegativitetsvillkoret for zy).
Uppgift 7

Ta: Efter forsta steget fas a = (0,2,4,3,4) och g = (0,0,0,0,2). Man kan stryka
alla nollor genom att stryka rad 1 och 2, samt kolumn 1 och 5, med minsta ostrukna
element 2, vilket gor att vi far a = (0,2,6,5,6) och § = (—2,0,0,0,0). Nu kan man
inte stryka alla nollor med férre &n fem streck, och far (till exempel) 16sningen x12 = 1,
xo3 =1, x34 = 1, z45 = 1, x51 = 1, och total kostnad blir 17. Optimal duallésning ar
a=1(0,2,6,5,6) och 8 =(-2,0,0,0,0). Summering av duallésningen ger 17, sa starka
dualsatsen ar uppfylld.

7b: Den primala losningen ar unik for dessa « och 3, dvs. for dessa rad- och kolumnstrykningar.
Den duala 16sningen ar aldrig unik. (Man kan addera valfri konstant till o och f.)



