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Losningar

Uppgift 1

la: Starta med slackvariablerna som basvariabler.

Bas | z 11 T2 T3 T4 Ty Tg b
z |1 -8 -9 8 0 0 00
g |0 1/2 3/10 1/5 1 0 0|7
x5 |0 1/2 3/10 3/10 O 1 0110
zg | O 0 3/10 1/2 0 0 1] 6

Forst fas 2o som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas | 2 x1 a9 T3 X4 Ts Tg b
z |1 -8 0 7T 0 O 30 | 180
x4 |0 1/2 0 -3/10 1 0 1] 01
x5 |0 1/2 0 -1/5 0 1 1] 4
x9 | 0 0 1 5/3 0 0 10/3| 20

Darefter fas x1 som inkommande variabel och x4 som utgaende.

Bas | 2z 1 x9 T3 T4 Ty T b
z|1 0 0 22 16 0 14 | 196

xz |0 1 0 -3/5 2 0 2] 2

zz [0 0 0 1/10 -1 1 0] 3
xz2 |0 0 1 5/3 0 0 10/3| 20

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 2, 29 = 20, x3 =0, 24 = 0, x5 = 3,
r¢ = 0 med z = 196.

Optimallosningen &r unik, eftersom ingen icke-basvariabel har reducerad kostnad noll.
Duall6sningen lases av i malfunktionsraden under startbasvariablerna, x4 - xg, enligt
ledningen. y; = 1.6, yo =0, y3 = 1.4, v = 196.

Svar i ord: GOr 2 pasar av sort 1, 20 pasar av sort 2 och 3 pasar av sort 5. Vinsten blir
196.

1b: Skuggpriserna &r lika med duallésningen, och anger hur mycket man skulle vinna
pa att Oka hogerledet med en enhet. y; = 1.6 &r storst, sd man skulle tjana mest pa
att oka hogerledet i bivillkor 1, dvs. géra mer chokladkola.

1c: Ny variabel x7. Reducerad kostnad: é7 = ¢7 — a?y =cr—5Yy2—bys=cyr—7>0
omcy > 1.



1d: LP-dual:
min 70y; + 1003 + 60ys
da 5y1 +5y2 > 8, 3y1 +3y2 +3y3 > 9, 2y1 +3y2 +5y3 > 8, 10y; > 0, 10y > 0, 10y3 > 0

Likhet i de primala bivillkoren ger fria y-variabler, dvs. man har inte y > 0. Men de
tre sista duala bivillkoren ger ju att inget y kan bli negativt, sa det gor ingen skillnad
om man har likhet eller olikhet i de primala bivillkoren.

Det nya duala bivillkoret blir 5ys +5ys > ¢7. Med den duala l6sningen y; = 1.6, yo = 0,
ys = 1.4 instoppad, blir bivillkoret 7 > ¢7.

Uppgift 2

2a: Startlosningen ar tillaten och ger att basbagarna &r (1,5), (5,3), (2,6), (6,4) och
(6,3). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 2, y3 = 15, y4 = 15, y5 = 7, yg = 9, och
foljande reducerade kostnader: ¢;6 = 1 > 0 (optimalt ty = 0), é2; = 11 > 0 (optimalt
ty © = 0), éa5 = 5 > 0 (optimalt ty z = 0), és4 = —1 < 0 (ej optimalt ty x = 0).
Vilj z54 som inkommande, att 6ka. Cykeln blir 5-4-6-3-5. och maximal &ndring blir
3. Det ger bage (5,3) som utgaende. Nya nodpriser blir y3 = 0, yo = 1, y3 = 14,
ya = 14, ys = 7, y¢ = 8, och reducerade kostnaderna ¢16 = 2 > 0 (optimalt ty = = 0),
¢o1 = 10 > 0 (optimalt ty z = 0), é25 = 4 > 0 (optimalt ty x = 0), é¢s3 = 1 > 0
(optimalt ty x = 0). Alla optimalitetsvillkor ar nu uppfyllda, sa 16sningen ar optimal.
Totalkostnaden sénks med 1 x 3 = 3.

2b: Vifar éo;y = co1 +y2 —y1 =04+ 1—0 =1 > 0, och skulle inte tjdna pa denna
andring. Vi far ¢gs = ce5 +y6 — ys = 04+ 8 — 7 =1 > 0, och skulle inte tjana pa denna
andring. Det vore alltsa dumt att betala for denna &ndring.

Uppgift 3

3a: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
g1(z) = —x1 < =0, g2(x) = —22 < =0, g3(z) = 71 + 12 =3 <0, ga(x) = 11 :

Vi) = (g1 ) Vo = (g ) Ve = (). Yoo :_gf)o,

Vour) — ( (1) )

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 3 och 4 &r inte aktiva, sa ug = ug = 0.

ks (712 ) v (3 ) 0) = (9)

Detta ger u;y = —12 och ug = —16. KKT4 &ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

For punkt (2, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 1 och 3 ar inte aktiva, sa u; = ug = 0.

s (55) (4] ) ()

Detta ger us = —16 och uy = 4, vilket ger att KKT4 inte ar uppfyllt. Punkten &r inte
en KKT-punkt.



For punkt (2, 1):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 1 och 2 &r inte aktiva, sa u; = us = 0.

—4 1 1 0
KKT3: (_8)+u3<1>+u4<0><0>
Detta ger us = 8 och uy = —4, sa KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (0, 3):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2 och 4 ar inte aktiva, sa us = ug = 0.

et (7 Yo (75 ) v (1)=(5)

Detta ger u1 = —20 och uz = —8, sa KKT4 ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

Ingen av punkterna &ar optimal.

3b: I startpunkten ar de tva forsta bivillkoren aktiva. Forsta LP-problemet blir

min z = —12d; — 16dy da 0 < d < 1,
vilket har optimallosning d = (1,1) med z = —28. Sitt 2(?) = (¢,t). Maximal steglingd
blir 3/2. Mimimum léngs denna linje fas for ¢ ~ 2.33, sa vi far ¢t = 3/2, vilket ger
x® = (3/2,3/2).

Nu ar bara bivillkor 3 aktivt. LP-problemet blir

min z = —6d; — 4ds da di +dy <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallésning d = (1,—1) med z = —2. Sitt z®) = (3/2 +¢,3/2 —t).
Maximal steglingd blir 1/2. Linjesokning ger t = 1/6, sa vi far t = 1/6 och z®) =
(5/3,4/3).

Nu ar bivillkor 3 aktivt. LP-problemet blir

min z = —16(dy + d2)/3 da dy +da <0, samt —1 < d <1,
vilket har optimallosning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar punkten z = (5/3,4/3)
optimal.

3c: Lagrangerelaxationen:
w(u) = ming<z, <2,25>0 21’% + 43:% — 1221 — 1622 + u(x] + 22 — 3) = 295% 4 4x§ + (u —
12)z1 4+ (u — 16)x2 — 3u.

Minimum kan fas genom att sdtta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 4z + u — 12 =0 och 8z +u — 16 =0, dvs. 21 =3 — u/4 och 9 = 2 — u/8,
férutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet 0 < x1 < 2 och 9 > 0. Annars
hamnar man pa ndrmaste grans.

For u =0 far vi 21 = 2 och 2 = 2, med ¢(0) = —32. Undre grins: —32. Punkten &r
inte tillaten, sa vi far ingen 6vre grans.

For uw = 4 far vi ;1 = 2 och x2 = 3/2, med ¢(8) = —29. Undre gréns okar till —29.
Punkten &r inte tillaten, sa vi far ingen Ovre grans.

For u =6 far vi x; = 3/2 och z9 = 5/4, med ¢(16) = —115/4 = —28.75. Undre gréins
okar till —28.75. Punkten ar tillaten, och ger 6vre gransen —27.25.



Vi far bésta undre grans —28.75 och 6vre grans —27.25.

3d: For u = 4 har vi en otillaten 16sning, och fér u = 6 har vi en tillaten 16sning. Det
betyder att basta vardet for u ligger mellan 4 och 6, samt att det relaxerade bivillkoret
ska vara uppfyllt med likhet. Vi vet ocksa att 1 < 2 i denna punkt. Bivillkoret blir
x1+ax2=3—u/4+2—u/8=5—3u/8 =3, vilket ger u = 16/3. Detta ger 1 = 5/3
och z9 =4/3.

Uppgift 4

4a: Det ar ett handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kost-
nad 67.

For att hitta en tillaten tur, noterar i att alla noder maste fa valensen 2, vilket ger att
bagarna (1,2), (1,7), (3,5), (4,5), (4,6) och (6,7) maste vara med. Da kan inte bagarna
(3,4) och (4,7) vara med, ty de skulle ge for sma cykler. Trivialt ser man att bage (2,3)
maste var med, vilket ger cykeln 1-2-3-5-4-6-1-1, med kostnaden 71. Losningen ar alltsa
maximalt 4 enheter dyrare dn optimum. (Dock ger ovanstaende resonemang att ingen
annan tillaten 16sning finns, sa den mase vara optimal.)

I 1-trddet har nod 4 valens hogre dn tva, sa bivillkoret xog + T34 + T45 + a6 + a7 < 2
skéar bort denna l16sning.

4b: Det ar nu ett kinesiskt brevbararproblem. Noderna 2, 3, 4 och 7 har udda valens.
Den billigaste matchningen till dessa noder dr bagarna (2,3) och (4,7), med kostnad
19. Vi dubblerar dessa bagar, och hitta en Eulertur i denna graf. Kostnaden for turen
blir 120. En optimal tur &r t.ex. 1-2-3-4-5-3-2-4-6-7-4-7-1. (Manga andra lika bra turer
finns.)

Uppgift 5
5a: Billigaste vég, 16s med Dijkstras metod. Billigaste vagen: 1-2-5-7, kostnad 29.

5b: Vi har nodpriser yg = 20 och y7y = 29, sa cg7 < 9 skulle ge en kortare vig, och den
skulle vara 1-3-6-7.

Uppgift 6

6a: P0: LP-optimum: x; = 2.5, o0 = 1.5, z = 24.5. Detta ger z = 24. Vi forgrenar
over x1.

P1 = PO —‘y-(l’l < 2).
P2 = PO +(z1 > 3).

P1: LP-optimum: z; = 2, x5 = 1.8, z = 24.4 vilket ger ger z = 24. Forgrena over xs.

P3 = P1 +(zg < 1).
P4 = P1 +(z3 > 2).

P3: LP-optimum: z7 = 2, o = 1, z = 18. En tillaten heltalslosning, sa vi far z = 18.
Spara losningen och kapa grenen.

P4: LP-optimum: z; ~= 1.67, o = 2, z = 24.33, vilket ger z = 24. Kan fortfarande



fa battre 16sning. Forgrena over xy.

P5 = P4 +(x; <1).
P6 = P4 +(z1 > 2).

P5: LP-optimum: x1 = 1, x5 = 2, z = 21. En tilldten heltalslésning, sa vi far z = 21.
Spara losningen och kapa grenen.

P6: Tillaten 16sning saknas. Kapa grenen.

P2: LP-optimum: 1 = 3, x5 = 1, z = 23. En tillaten heltalslosning, sa vi far z = 23.
Spara 16sningen och kapa grenen.

Tradet avsokt. Optimallosning: z1 = 3, 9 = 1, z = 23. I ord: Ko6p tre sma kastruller
och en stor.

Uppgift 7

Ta: Efter forsta steget fas a = (0,1,4,4,3) och 5 = (0,0,0,0,0). Man kan stryka alla
nollor genom att stryka rad 1, samt kolumn 1 och 5, med minsta ostrukna element 1,
vilket gor att vi far o = (0,2,5,5,4) och 8 = (—1,0,0,0,—1). Nu kan man stryka alla
nollor genom att stryka rad 1, 2 och 3, samt kolumn 1, med minsta ostrukna element
1, vilket gor att vi far a = (0,2,5,6,5) och f = (—2,0,0,0,—1). Nu kan man inte
stryka alla nollor med farre &n fem streck, och far (till exempel) 16sningen x12 = 1,
To3 = 1, ¢35 = 1, x44 = 1, x51 = 1, och total kostnad blir 15. Optimal duallésning
ar a = (0,2,5,6,5) och 8 = (—2,0,0,0,—1). Summering av dualldsningen ger 15, sa
starka dualsatsen ar uppfylld.

7b: Andringen ger skillnaden att oy = 10, och optimala malfunktionsvirdet 6kar med
10. Den optimala primala 16sningen dndras inte.



