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Losningar

Uppgift 1

la: Starta med slackvariablerna som basvariabler.

Bas |z 1 22 x3 x4 x5 xg x7 b
z|1 4 -5 -6 0 0 0 0] 0
gy |0 3 2 1 1 0 0 0]12
z |0 3 2 3 0 1 0 0]18
|0 2 2 1 0 0 1 0] 6
z |0 0 2 3 0 0 0 1]10

Forst fas x3 som inkommande variabel och z7 som utgaende.

~

Bas | z 1 To T3 X4 Ty g 7 b
z|1 4 -1 0 0 0 O 2| 20
x4 |0 3 4/3 0 1 0 0 -1/3]26/3
x5 |0 3 0O 0 0 1 o0 -1 8
x |0 2 4/3 0 0 0 1 -1/3| 8/3
xz3 |0 0 2/3 1 0 0O 0 1/3]|10/3

Darefter fas 21 som inkommande variabel och xg som utgaende.

Bas | z o3 To X3 T4 Ip T T7 b
z|1 0 5/3 0 0 0 2 4/3|76/3 ~25.333
g |0 0 -2/3 0 1 0 -3/2 1/6|14/3 ~4.667
x5 |0 0 2 0 0 1 -3/2 -1/2]4
z |0 1 2/3 0 0 0 1/2 -1/6|4/3~1.333
xz3 |0 0 2/3 1 0 0 0 1/3|10/3~3.333

Nu ar tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 1.333, x5 = 0, x3 = 3.333, 24 =
4.667, x5 =4, xg = 0, x7 = 0 med z = 25.333.

Optimallésningen ar unik, eftersom ingen icke-basvariabel har reducerad kostnad noll.
Bivillkor 3 och 4 ar aktiva, eftersom slackvariablerna &r noll. Duallosningen lases av i
malfunktionsraden under startbasvariablerna, x4 - x7, enligt ledningen. y; = 0, y2 = 0,
ys = 2, yq4 = 1.333, v = 25.333.

Svar i ord: Gor 1.333 flerpack av sort 1 och 3.333 flerpack av sort 3. Vinsten blir 25.333.
Alla smultron och hallon gar at.

1b: Skuggpriserna ar lika med duallsningen, och anger hur mycket man skulle vinna
pa att oka hogerledet med en enhet. y3 = 2 ar storst, sa man skulle tjana mest pa att
oka hogerledet i bivillkor 3, dvs. skorda mer smultron.



1c: Ny variabel zg. Reducerad kostnad: ég = cg — agy =3 —4y; — 4y =3 > 0. Svar
ja, det skulle forbéttra l6sningen.

Alternativ motivation: Det finns lite kvar av bade roda och svarta vinbér (y; = y2 = 0),
sa man kan gora lite av det nya flerpacket utan att minska nagot annat.

1d: Ny variabel x9. Reducerad kostnad: ¢g = 09—agy = co—4ys—4y, = c9g—8—5.333 >
0 om cg > 13.333.

le: LP-dual:
min 12y + 18ys + 6ys 4+ 10y4
da 3y1 +3y2 +2y3 > 4, 2y1 +2y2 +2y3 +2y4 > 5, y1 +3y2 +y3 +3ya > 6, y1,92,y3 > 0

Det nya duala bivillkoret blir 4ys + 4ys > c9. Med den duala losningen y3 = 2 och
y4 = 1.333 instoppad, blir bivillkoret 13.333 > cg.

Uppgift 2

2a: Startlosningen &r tillaten och ger att basbagarna ar (1,6), (2,3), (2,7), (6,5), (7,4)
och (7,5). Detta ger nodpriserna y; =0, y2 = 1, y3 =7, y4 = 8, y5 = 10, y¢ = 5, y7 = 4,
och foljande reducerade kostnader: ¢;3 = —2 < 0 (optimalt ty x = u), é15 = —3 < 0
(optimalt ty z = u), éo¢ = 1 > 0 (optimalt ty z = 0), éag = —1 < 0 (optimalt ty
xr = u), ¢¢3 = 3 > 0 (optimalt ty x = 0), éga = 5 > 0 (optimalt ty x = 0). Alla
optimalitetsvillkor ar uppfyllda, sa l6sningen &r optimal.

2b: Nu far vi ¢4 = —1 < 0 (ej optimalt ty = 0). VA&lj xg4 som inkommande,
att 0ka. Cykeln blir 6-4-7-5-6, och maximal &ndring blir 1. Det ger bage (7,4) som
utgaende (eller (6,5)). Nodpriserna blir oférandrade, forutom y4 = 7, och dndringarna
i reducerade kostnader blir éo4 = 0 (optimalt), éz4 = 1 > 0 (optimalt ty z = 0). Alla
optimalitetsvillkor &r nu uppfyllda, sa l6sningen ar optimal. Totalkostnaden sdnks med
1x1=1.

2c¢: Finn maxflode fran nod 1 till nod 5. Starta med flode noll.

Sok maximal flddesékande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-6-5, med kapacitet
10. Skicka 10 enheter och dndra tillatna riktningar. (Bada bagarna blir fulla.)

Sok ater maximal flodesokande vig med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-5, med ka-
pacitet 3. Skicka 3 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bage (1,5) blir full.)

Sok ater maximal flodesokande viag med Dijkstras metod. Vi kan nu bara mérka nod 1
och 3, sa minsnittet gar ver bagarna (1,5), (1,6), (2,3) baklanges och (6,3) baklénges.
Maxflodet ar 13.

Uppgift 3

3a: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi(z) =21+ 22 =1 <0, go(x) =21 — 0.7 <0, g3(z) =22 — 0.5 <0, ga(z) = —21 <

0. gs(a) =~ < 0. 940) = (70 Vae) = (1) Vo) = ()



Vorte) = () Vaut) = ( 75 ) st = (7 )

For punkt (0, 0.5):

KKT1: Punkten &r tillaten.

KKT?2: Bivillkor 1, 2, 5 &r inte aktiva, sa u; = us = us = 0.
-5 0 -1 0

KKT3: (_6)+u3<1>+u4( 0)_(0).

Detta ger ug = 6 och uy = —5. KKT4 ar inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.

For punkt (0.7, 0.3):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 3, 4, 5 ar inte aktiva, sa ug = uqg = us = 0.

—0.8 1 1 0
acts (03) v () v (1) = (0)
Detta ger u; = 7.6 och us = —6.8. KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (0.7, 0.7):
KKT1: Punkten &r inte tillaten. Punkten ar inte en KKT-punkt.

For punkt (0.7, 0):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 1, 3, 4 &r inte aktiva, sa u; = uz = uq = 0.

s (5 (3 e )03

Detta ger u1 = 0.8 och us = —10, sa KKT4 &ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

Alla bivillkor ar linjéra, sa det tillatna omradet ar konvext. Malfunktionen ar konvex,
sa hela problemet &r konvext. Ingen av punkterna &r optimal.

3b: I startpunkten &r bara ickenegativitetsvillkoren aktiva. Forsta LP-problemet blir
min z = —5dy — 10ds da 0 < d < 1,

vilket har optimalldsning d = (1,1) med z = —15. Sitt (2) = (¢,t). Maximal stegléingd

blir 0.5. Mimimum léngs denna linje ger t > 1, sa vi far ¢t = 0.5, vilket ger 2(® =

(0.5,0.5).

Nu ar bivillkor 1 och 3 aktiva. LP-problemet blir

min z = —2dy — 6dy da d; +ds <0, dy <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (0,0) med z = 0. Alltsa dr punkten z = (0.5,0.5)
optimal.

3c: Lagrangerelaxationen:
gp(u) = min0§11§0.770§x2§0.5 3$% + 4:13% — 5$1 — 10:L‘2 + U(ﬂ:‘l —+ X9 — 1) = 31‘% + 4{[:% + (u —
5)x1 + (u—10)ze — u.

Minimum kan fas genom att sitta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 621 +u—5 =0 och 8z2+u—10 =0, dvs. 1 = (5—u)/6 och x2 = (10 —u)/8,
forutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet 0 < x1 < 0.7 och 0 < x4 < 0.5.



Annars hamnar man pa nirmaste grans.

For u =0 far vi z; = 0.7 och x2 = 0.5, med ¢(0) = —6.03. Undre gréns: —28. Punkten
ar inte tillaten, sa vi far ingen Gvre gréans.

For w = 1 far vi x; = 2/3 och 2 = 0.5, med ¢(1) = —6. Undre grans okar till —6.
Punkten &r inte tillaten, sa vi far ingen Ovre grans.

For u = 2 far vi ;1 = 0.5 och z9 = 0.5, med ¢(2) = —5.75. Undre gréns okar till —5.75.
Punkten &r tillaten, och ger &vre gransen —5.75.

Vi far basta undre grins —5.75 och 6vre grans —5.75. For u = 2 fas denna tillatna
16sning, sa det optimala vardet pa u ar 2.

Uppgift 4

4a: PO: LP-optimum: z; = 4.785, x9 ~ 0.285, z = 31. Detta ger z = 31. Vi forgrenar
over x1.

P1 = PO —‘y-(l’l < 4).
P2 = PO +(z1 > 5).

P1: LP-optimum: xy = 4, zo = 0.6, z = 28.8, vilket ger ger z = 28.8. Forgrena over
xIo.

P3 = P1 +(z; < 0).
P4 = P1 +(xq > 1).

P3: LP-optimum: xy = 4, x5 = 0, z = 20. En tillaten heltalslosning, sa vi far z = 20.
Spara 16sningen och kapa grenen.

P4: LP-optimum: xy = 3, x5 = 1, z = 26. En tilldten heltalslosning, sa vi far z = 26.
Spara l6sningen och kapa grenen.

P2: LP-optimum: 1 = 5, 59 = 0, z = 30. En tillaten heltalslosning, sa vi far z = 30.
Spara l6sningen och kapa grenen.

Tradet avsokt. Optimallosning: 21 = 5, zo = 0, z = 30. I ord: K&p tva sma och tva
stora bilar.

4b: Minsta tva av varje sort, 1 > 2, x9 > 2, skulle ge vansterled > 14 i bivillkor 2,
som har hogerled 11, sa problemet skulle sakna 16sning.

Uppgift 5

5a: Det ar ett kinesiskt brevbararproblem. Noderna 6, 7, 8 och 9 har udda valens. De
gator som ska koras mer dn en gang ska Oka valensen med ett for dessa noder. Det
kommer alltsa att krévas minst tva bagar. Det billigaste séttet att uppna detta &r med
bagarna (6,8) och (7,9). Vi léser nu problemet genom att dubblera ovanstaende bagar,
och hitta en Eulertur i denna graf. Kostnaden for turen blir 127. En optimal tur ar
t.ex. 1-2-8-3-4-6-8-6-5-7-8-9-7-9-1. (Manga andra mdjligheter finns.)



5b: Det &r ett handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kost-
nad 75.

Narmaste granne fran nod 1, eller modifiering av 1-tradet, kan ge turen 1-2-8-3-4-6-5-
7-9-1, med kostnaden 81. Losningen &r alltsa maximalt 6 enheter dyrare &n optimum.

Ficklampan sparar honom 127 — 81 = 46 tidsenheter.
Uppgift 6

6a: Efter forsta steget fas a = (5,4,4,8,13) och 8 = (0,0,0,0,1). Man kan inte stryka
alla nollor med farre dn fem streck, och far 16sningen x1; = 1, x99 = 1, 233 = 1,
x44 = 1, w55 = 1, och total kostnad blir 35. Optimal duallosning ar o = (5,4, 4, 8,13)
och 8 = (0,0,0,0,1). Summering av duallésningen ger 35, sa starka dualsatsen ar
uppfylld.

6b: FEn 16sning innehaller ett element i kolumn 1 och ett element i kolumn 5, Sa
kostnaden okar med 3 och minskar med 3, dvs. blir oférdndrad. Den primala opti-
mallosningen blir oférdndrad. I den duala optimallésingen fas 5 = (—3,0,0,0,4).

Uppgift 7

7a: Om grafen &r ett trid finns ingen valfrihet och i princip inget att optimera. Alla
forfader till nutida Vlad maste undersokas. Om datida Vlad hittas som forfader,
avbrytes metoden. Annars maste metoden kontrollera samtliga kdnda forfader i 40
generationer. Man behover dock bara titta pa varje nod en gang, sa metoden har
komplexitet O(n), om n &r antal noder i grafen (som ju &r stort). Metoden har dock
exponentiell komplexitet i antal generationer.

Néar det géller minne, riacker det att markera om varje nod ar uppnadd, om han vill
veta om men inte hur de &r slikt. Sa en lista med samtliga noder torde racka. (Men
den blir ju lang.)

Det &r ingen fordel att borja med datida Vlad och gé framat i tiden, eftersom varje par
sannolikt i medel har fler &n tva barn.

Algoritm: Lat nod 1 vara nutida Vlad, och markera honom som uppnadd. For varje
uppnadd person i en generation, markera bada fordldrarna som uppnadda. Spara en
lista med uppnadda, men ej undersokta noder.

7b: Det spelar ingen storre roll. En viss nod kan bli uppnadd péa fler &n ett sétt.



