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Losningar

Uppgift 1

la: Starta med slackvariablerna som basvariabler.

Bas | 2 1 290 x3 x4 x5 g b
z|1 -1 -1 -1 0 0 0[O0
s |0 2 4 0 1 0 01]20
zs |0 3 4 1 0 1 0]15
|0 O 5 0 0 0 1]17

Forst fas x1 som inkommande variabel och x5 som utgaende. (Man kunde ha tagit zo
eller 3 som inkommande variabel, for de verkar lika bra.)

Bas | z 1 T9 T3 X4 T5 Xg b
z|1 0 1/3 -2/3 0 1/3 0] 5
x4 |0 0 4/3 -2/3 1 -2/3 0|10
z [0 1 4/3 1/3 0 1/3 0] 5
g |0 0 5 0 O 0 1117

Darefter fas x3 som inkommande variabel och x; som utgaende.

Bas |z x1 290 x3 x4 x5 g b
z|1 2 3 0 0 1 0|15
s |0 2 4 0 1 0 01]20
z3|0 3 4 1 0 1 0]15
|0 O 5 0 0 0 117

Nu ar tablan optimal. Optimallésningen blir x1 = 0, 29 = 0, 3 = 15, 4 = 20, x5 = 0,
re = 17 med z = 15.

Optimallésningen &r unik, eftersom ingen icke-basvariabel har reducerad kostnad noll.
Bivillkor 2 &r aktivt, eftersom slackvariabeln ar noll. Duallésningen lases av i malfunktionsraden
under startbasvariablerna, x3 - xg, enligt ledningen. y1 =0, yo =1, y3 =0, v = 15.

Svar i ord: Gor 15 portioner av efterrdtten. All koriander gar at. Ingen vitlok eller
habanero anvénds.

1b: Ingen forratt, ingen huvudratt och 15 portioner efterratt blir ingen trevlig middag,
och definitivt ingen trerdttersmiddag.

Forratten, xq1, har ¢ = —2, sa ¢o bor 6kas med 2 for att fa ¢, = 0. Enda skillnaden i
optimaltablan ar att den reducerade kostnaden for xq blir noll. Vi kan darfor ta den
som inkommande variabel utan att forsdmra (eller forbéttra) l6sningen.



Bas b

zZ I o r3 T4 Irs Tg
z|1 O 3 0 0 1 0115
2|0 0 4/3 -2/3 1 -2/3 010
20 1 4/3 1/3 0 1/3 0] 5
ze |0 0 5 0 O 0 1|17

(Detta &r i princip samma simplextabla som i néist sista steget i uppgift a.)

Optimallésningen blir nu 1 = 5, o = 0 och 3 = 0. Nu blir det alltsa bara forratt,
vilket heller inte &r bra.

(N&r man har en icke-unik optimallgsning, kan man &ven vélja en l6sning som ar en
konvexkombination av de tva extrempunkerna. Pa detta satt skulle man kunna fa en
middag med bade forratt och efterritt, men fortfarande ingen huvudrétt.)

Problemet ar att modellen &r linjar, och darfor ger extrema losningar. Varje inkom-
mande variabel 6kas s& mycket man far. Rogert hade kunnat fa en béttre 16sning
genom att sdtta Ovre granser pa variablerna. Men da hade han mer eller mindre i
forvag bestamt hur l6sningen skulle vara, och optimeringen hade varit onodig.

1c: Skuggpriserna &r lika med duallosningen, och anger hur mycket man skulle vinna
pa att oka hogerledet med en enhet. yo = 1 ar storst, sa man skulle tjana mest pa att
Oka hogerledet i bivillkor 2, dvs. skaffa mer koriander.

1d: Ny variabel 7. Reducerad kostnad: é; = ¢y — a?y = ¢z, eftersom azo = 0 och
y1 = y3 = 0. Sa svar ja, det skulle forbattra l6sningen om c¢7 > 0.

Alternativ motivation: Det finns mycket kvar av bade vitlok och habanero, s& man kan
gora huvudrétt utan att minska nagot annat.

Uppgift 2

2a: Startlosningen ar tillaten, kostar 47, och ger att basbagarna ar (1,4), (2,3) och
(2,4). Detta ger nodpriserna y; = 0, y2 = 3, y3 = 9, y4 = 5, och reducerad kostnad
¢13 = —6 < 0 (ej optimalt ty « = 0). V&lj x13 som inkommande, att ka. Cykeln blir
1-3-2-4-1, och maximal dndring blir 3. Kostnaden minskas med 3 * 6 = 18. Det ger
bage (1,4) som utgaende.

Nodpriserna blir nu y; = 0, yo = —3, y3 = 3, y4 = —1, och reducerad kostnad
¢14 = 6 > 0 (optimalt ty = 0). Alla optimalitetsvillkor dr uppfyllda, sa 16sningen &r
optimal. Flodet ar x13 = 3, x23 = 2 och x94 = 4. Totalkostnaden &r 29.

2b: Skicka den extra stolen ldngs med bastridet, vigen 1-3-2-4, dvs. 6ka x13, minska
xo3 och Oka w9y = 5, vilket ger flodet x13 = 4, x93 = 1 och x9q = 5.

Bastridet ar det som var optimalt i uppgift a, vilket ger samma nodpriser, y; = 0,
yo = —3, y3 = 3, y4 = —1, och samma reducerad kostnad ¢14 = 6 > 0, som fortfarande
ar optimalt ty x14 = 0. Vi har alltsa optimum. Totalkostnaden ar nu 28, och har alltsa
sankts med ett. (Forklaringen ar att vagen 1-3-2-4 har kostnad 3 — 6 + 2 = —1 per
enhet.)



Uppgift 3

3a: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi(r) =1 +22 -4 <0, g2(z) =21 -3 <0, g3(7) =22 -2 <0, ga(x) = —21 <
4z, — 10

0. gs(a) =~ < 0. 940) = (gt T ) V) = (1 ) Vo) = ()
Vgs(r) = < (1) ), Voa(z) = ( _é ), Vgs(x) = ( _(1) .

Bade smultron och lime krédvs, s& vi kan strunta i alla punkter diar nagon variabel ar
noll. Kvar &r (2, 2) och (3, 1).

For punkt (2, 2):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2, 4, 5 &r inte aktiva, s& uo = uqg = us = 0.

s (5 e (0 (22

Detta ger u; = 2 och ug = 2. KKT4 ar uppfyllt. Punkten &r en KKT-punkt.

For punkt (3, 1):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT?2: Bivillkor 3, 4, 5 &ar inte aktiva, sa ug = ug = us = 0.

2 1 1 0
Detta ger u; = —12 och us = 14. KKT4 ar inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

Antag nu att inga bivillkor ar aktiva.
KKT2: Inga bivillkor ar aktiva: u; = us = ug = ug = us = 0.
KKT4 blir d& uppfyllt.

4$1 — 10 0
KKT3: ( 819 — 20 > =10
Detta ger 1 = 2.5 och x2 = 2.5. Men den punkten uppfyller inte bivillkor 1, sa KKT1
ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en KKT-punkt.

Alla bivillkor ar linjéra, sa det tillatna omradet ar konvext. Malfunktionen ar konvex,
sa hela problemet ar konvext. KKT-villkoren visar da att punkt (2, 2) &r optimal.

3b: I startpunkten &r bara ickenegativitetsvillkoren aktiva. Forsta LP-problemet blir
min z = —10d; — 20dy da 0 < d <1,

vilket har optimallsning d = (1,1) med z = —30. Sitt (2 = (¢,t). Maximal stegléingd

blir 2. Mimimum lings denna linje ger ¢t = 2.5, sa vi far t = 2, vilket ger z(?) = (2,2).

Nu ar bivillkor 1 och 3 aktiva. LP-problemet blir
min z = —2dy —4dy da di; +dy <0, dy <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallésning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar punkten x = (2,2) optimal.

3c: Lagrangerelaxationen:
cp(u) = minggmlgg’ogngg 2.212‘% + 4.%'% — 10.%'1 — 20.%'2 + U(I’l + 19 — 4) = 2.’1)% + 4]1% + (u —
10)z1 + (u — 20)x2 — 4u.



Minimum kan fas genom att sitta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 4z1+u—10 = 0 och 8za+u—20 = 0, dvs. z; = (10—u)/4 och zo = (20—u)/8,
forutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet 0 < x1 < 3 och 0 < 9 < 2.
Annars hamnar man pa nirmaste grans.

For w = 0 far vi z; = 5/2 = 2.5 och 25 = 2, med ¢(0) = —36.5. Undre grins: —36.5.
Punkten &r inte tillaten, sa vi far ingen Ovre grans.

For u =1 far vi 1 = 9/4 = 2.25 och z2 = 2, med (1) = —36.125. Undre gréns dkar
till —36.125. Punkten ar inte tillaten, sa vi far ingen 6vre grans.

For w = 2 far vi x; = 2 och z2 = 2, med ¢(2) = —34. Undre gréins okar till —34.
Punkten &r tillaten, och ger 6vre gransen —34.

Vi far bésta undre gréns —34 och 6vre grans —34, sa losningen ar optimal. Denna
tillatna I6sning fas for u = 2, sa det optimala véardet pa u ar 2.

Uppgift 4
4a: Variabeldefinition: x; = 1 om Elberta tittar pa film j, 0 om inte.
Malfunktion: Se sa manga som mojligt: max Zj xj

Bivillkor: Se hogst en av de som 6verlappar vid olika tidpunkter:
KI17:31: 21+ 26 <1

Kl 18:01: 9+ 26 <1

K119:31: 20+ 25+ 26 < 1

K120:01: 23+ x5 +x6 <1

Kl 21:01: T3+ x4 +25 <1

Modell:

max z = 1 +Tr2 4T3 +rTr4 +T5 +Te
da T +xg < 1 (1)
T2 +xg < 1 (2)
T2 +r5 +x6 < 1 (3)
x3 +xs 426 < 1 (4)
r3 +x4 x5 < 1 (5)

ri1, X2, I3, T4, s, ze € 0,1

(Bivillkor 2 kan tas bort, for det domineras av bivillkor 3.)

4b: Vi far en graf med foljande bagar: (1,6), (2,5), (2,6), (3,4), (3,5), (3,6), (4,5), (5,6),
och sOker en storsta oberoende méangd, dvs. en mingd noder som inte har nagra bagar
mellan sig.

Vi kan notera att grafen innehaller foljande klickar: {1,6}, {2,5,6}, {3,4,5}, {3,5,6},
och att hogst en nod i varje klick kan tas med.

En enkel heurstik tar férst nod 1 (minst valens), stryker sedan nod 6, tar sedan nod 2
(minst valens), stryker nod 5, och tar sedan nod 3, och stryker nod 4. Alternativt kan
nod 3 och 4 byta plats.



Elberta kan se hogst tre filmer, och en 16sning &r film 1, 2 och 3, dvs. Aja baja Alfons
Aberg, Barbie och De ostyriga (eller Meg 2: The Trench).

Uppgift 5

Given tillaten 16sning: 1 = 2, o = 0, z = 20. Verifiering av att den &r tillaiten ger
z = 20.

PO: LP-optimum: z; = 17/8 = 2.125, 9 = 0, z = 170/8 = 85/4 = 21.25. Detta ger
z = 21. (Dvs. vi kan kanske fa nagot battre &n z = 20.)

Vi férgrenar over x.

P1 = PO +(z; < 2).
P2 = PO +(z; > 3).

P1: LP-optimum: z1 = 2, o = 0.2, z = 20.8, vilket ger ger z = 20. Kapa.
P2: LP-problemet saknar tillaten 16sning. Kapa.

Tradet avsokt. Optimallosning: z1 = 2, x2 =0, z = 20. I ord: Folj den gamles forslag:
Oppna tva fullstora affarer.

Uppgift 6

6a: Anvand Dijkstras metod (min av summa). Billigaste vag: 1-2-5-4. Kostnad: 16.
Vi har yg = 14, séd om cgg < 2 gar en billigaste vég via nod 6.

6b: Anvénd Dijkstras metod (max av min). Bésta vig: 1-2-5-4. Kapacitet: 5.
6c¢c: Finn maxflode fran nod 1 till nod 4. Starta med fléde noll.

Forsta steget ar gjort i uppgift b. Skicka 5 enheter vigen 1-2-5-4, och &ndra tilldtna
riktningar. (Bagarna (1,2) och (2,5) blir fulla.)

Sok ater maximal flodesokande vig med Dijkstras metod. Vi far vigen 1-8-6-4, med
kapacitet 4. Skicka 4 enheter och dndra tillatna riktningar. (Bage (6,4) blir full.)

Sok ater maximal flodesdkande vag med Dijkstras metod. Vi far vigen 1-8-7-5-4, med
kapacitet 2. Skicka 2 enheter och éndra tillatna riktningar. (Bage (1,8) blir full.)

Sok ater maximal flodestkande vig med Dijkstras metod. Vi kan nu bara méarka nod
1, sa minsnittet gar 6ver bagarna (1,2) och (1,8). Maxflodet &r 11.

6d: Det &r ett handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kost-
nad 41. En heuristik kan ge turen 1-2-3-4-5-6-7-8, med kostnaden 48. Losningen ar
alltsa maximalt 7 enheter dyrare &n optimum.

6e: Det ar ett kinesiskt brevbararproblem. Noderna 5 och 8 har udda valens. De gator
som ska koras mer dn en gang ska oka valensen med ett for dessa noder. Det billigaste
sattet att uppna detta adr med bagarna (5,6) och (6,8). Vi loser nu problemet genom att



dubblera ovanstaende bagar, och hitta en Eulertur i denna graf. Kostnaden for turen
blir 90. En optimal tur ar t.ex. 1-2-3-5-4-6-5-2-7-5-6-7-8-6-8-1. (Manga andra optimala
turer finns.)

Uppgift 7

Efter forsta steget fas a = (5,4,4,8,5) och 8 = (0,0,0,0,1). Man kan stryka alla nollor
genom att stryka rad 1 samt kolumn 1 och 3. Minsta ostrukna element ar 1.

Vi far nu a = (5,5,5,9,6) och g = (—1,0,—1,0,1). Man kan stryka alla nollor genom
att stryka rad 1 och 4 samt kolumn 1 och 3. Minsta ostrukna element ar 1.

Vi far nu « = (5,6,6,9,7) och = (—2,0,—2,0,1). Nu kan man inte stryka alla
nollor med farre dn fem streck, och far t.ex. l0sningen z14 = 1, 291 = 1, x33 = 1,
x45 = 1, w52 = 1, och total kostnad blir 30. Optimal duallésning ar o = (5,6,6,9,7)
och 8 =(—2,0,-2,0,1). Summering av duallésningen ger 30, sa starka dualsatsen &r
uppfylld.



