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Uppgift 1
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Losningar

8ys + 9y

< 14 (1)

10ys + bdys < 20 (2)

3ys + 3ya< 18 (3)

Y3, Ya > 0

1b: Starta med slackvariablerna som basvariabler.

Bas |v w1 w2 Y3 vya ys Ys yr | b
v|i1l 20 -7 -8 -9 O 0O 0] O
Y5 | O 5 0 0 0 1 0 0|14
ye | O 0 2 10 5 0 1 0120
y7r | 0 3 3 3 3 0 0 1] 18

Forst fas y; som inkommande variabel och y5 som utgaende.

Bas |v y1 %2 ys W Ys Ye Y1 b

v |1 o -7 -8 -9 4 0 O 56
w0 1 0 0 0 1/5 0 0]14/5=28

v |0 0 2 10 5 0 1 0 20
y7r | 0 0 3 3 3 —3/5 0 1 48/5:9.6

Darefter fas y4 som inkommande variabel och y7 som utgaende.

Bas | v 1 %2 y3 Ys Yo Y7 b
v|1 0 2 1 0 2.2 0 3 424/5:84.8
y1 | O 1 0 0 0 1/5 0 0 14/5:2.8
y6 | O 0o -3 5 0 1 1 —5/3 4
ye|0 0 1 1 1 -1/5 0 1/3| 16/5=3.2

Nu ar tablan optimal. Optimallsningen blir y; = 2.8, y2 = 0, y3

yYe = 4 med v = 84.8.

:()7 y4:3-2> Ys :Oa

Optimallosningen ar unik, eftersom ingen icke-basvariabel har reducerad kostnad noll.
Bivillkor 1 och 3 ar aktiva, eftersom slackvariablerna &r noll. Primallosningen (dualen
av dualen) lases av i malfunktionsraden under startbasvariablerna, x; = 2.2, z9 = 0,
r3 =3, z = 84.8.

Eftersom y; och y4 &r storre dn noll, ar primala bivillkor 1 och 4 aktiva.



Svar i ord: Han ska kopa 2.2 forpackningar av typ 1 och 3 av typ 3. Kostnaden blir
84.8. Av réda kulor och dnglar képs precis sa mycket som efterfragas. Det blir lite mer
an behovet av istappar och garntomtar.

1c: Priserna ar hogerled i dualen. Dualvariabler till dualen &ar x, och x3 har det storsta
vardet. En prisokning pa forpackning 3 skulle ge storst kostnadsdkning.

1d: Ny variabel (i primalen) x4. Reducerad kostnad: é4 = ¢4 —aly =
12 —(2,0,3,2)7(2.8,0,0,3.2) = 12 — 5.6 — 6.4 = 0. Svar nej, det skulle inte forbéttra
16sningen. (Men man kunde fa en annan l6sning med samma malfunktionsvérde.)

Uppgift 2

2a: Alternativ 1: Infér en ny nod, 8, dit Gverskottet (det som inte skickas ivég) fiktivt
skickas, med sénkstyrka 5, samt tva nya bagar till nod 8 med kostnad noll, en fran nod
1 och en fran nod 2. (Detta motsvarar slackvariabler.)

Alternativ 2: Infér en ny nod, 8, som &r superkélla, med kéllstyrka 12 (lika med den
totala sdnkstyrkan), samt tva nya bagar fran nod 8 med kostnad noll, en till nod 1 med
kapacitet 10 och en till nod 2 med kapacitet 7.

2b: Alternativ 1: Sétt xog = 5 for att fa ett tillatet flode. Basbagarna blir (1,2), (1,4),
(2,5), (3,5), (3,6), (4,7) samt (2,8). Detta ger nodpriserna y; = 0, yo = 7, y3 = 8,
Yya =5, ys = 14, yg = 16, y7 = 12, yg = 7, samt reducerade kostnaderna ¢;3 = —1 <0
(optimalt ty = = u), é18 = —7 < 0 (ej optimalt ty z = 0), ¢a3 = 7 > 0 (optimalt ty
x =0), é3y =1 > 0 (optimalt ty x = 0), é43 =5 > 0 (optimalt ty x = 0), é56 =5 > 0
(optimalt ty = 0), é76 = 2 > 0 (optimalt ty = 0). Valj z13 som inkommande, att
oka. Cykeln blir 1-8-2-1, och maximal &ndring blir 1. Det ger bage (1,2) som utgaende.

Nodpriserna blirnuy; =0, yo =0, y3 =1, y4 =5, y5 =7, y6 = 9, y7r = 12, yg = 0,
samt reducerade kostnaderna ¢19 = 7 > 0 (optimalt ty x = 0), é13 = 6 > 0 (ej optimalt
ty ¢ = u), ¢og = 7 > 0 (optimalt ty =z = 0), ¢37 = —6 < 0 (ej optimalt ty z = 0),
¢43 = 5 > 0 (optimalt ty x = 0), és6 = 5 > 0 (optimalt ty x = 0), é7¢ = 4 > 0 (optimalt
ty x = 0). VAalj 13 som inkommande, att minska. Cykeln blir 3-1-8-2-5-3, och maximal
andring blir 2. Det ger bage (3,5) som utgaende.

Nodpriserna blir nu y1 =0, yo =0, y3 =7, y4 =5, y5 = 7, yg = 15, y7r = 12, ys = 0,
samt reducerade kostnaderna ¢;2 = 7 > 0 (optimalt ty x = 0), éa3 = 1 > 0 (optimalt
ty x = 0), ¢35 = 6 > 0 (optimalt ty x = 0), ¢37 = 0 (optimalt), é43 = 6 > 0 (optimalt
ty = 0), és6 = —1 < 0 (ej optimalt ty = 0), ézg = 3 > 0 (optimalt ty = 0). Valj
x56 som inkommande, att 6ka. Cykeln blir 5-6-3-1-8-2-5, och maximal &ndring blir 1.
Det ger bage (2,5) som utgaende (pa sin dvre grans).

Nodpriserna blir nu y1 =0, yo =0, y3 =7, y4 = 5, y5 = 8, yg = 15, y7 = 12, yg = 0,
samt reducerade kostnaderna ¢jo = 7 > 0 (optimalt ty z = 0), éa3 = 1 > 0 (optimalt
ty x = 0), éa5 = —1 < 0 (optimalt ty x = u), ¢35 = 5 > 0 (optimalt ty = 0), é37 =0
(optimalt), ¢43 = 6 > 0 (optimalt ty x = 0), ézg = 3 > 0 (optimalt ty x = 0).

Alla optimalitetsvillkor &r uppfyllda, sa 16sningen ar optimal. Totalkostnaden ar 130.



2c¢: Finn maxflode fran nod 1 till nod 6. Starta med flode noll.

S6k maximal flodesdkande vag med Dijkstras metod. Vi far (t.ex.) végen 1-3-6, med
kapacitet 6. Skicka 6 enheter och dndra tillatna riktningar. (Bagarna (1,3) och (3,6)
blir fulla.)

Sok ater maximal flddesdkande viag med Dijkstras metod. Vi far végen (t.ex.) 1-2-5-6,
med kapacitet 6. Skicka 6 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Alla bagar i vigen
blir fulla.)

Sok ater maximal flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-4-7-6, med
kapacitet 6. Skicka 6 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Alla bagar i vigen blir
fulla.)

Sok ater maximal flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi kan nu bara mérka nod
1, sa minsnittet gar 6ver bagarna (1,2), (1,3) och (1,4). Maxflodet &r 18.

Uppgift 3

3a: Bivillkoren 1 < 1 och o < 1 ar redundanta pa grund av bivillkor x1 4+ xo < 1,
och kan tas bort. Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.

4x1 — 10
g1(@) = =21 <0, ga(z) = —w2 < 0, g3(x) = 21 + 22 — 1 <0, Vf(rU):( " )

85 — 20
Vi (x) = ( _(1) > Vga(x) = < 7(1) > Vgs(x) = ( } )

For punkt (0, 0):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT2: Bivillkor 3 ar inte aktivt, sa ug = 0.

s (20 ) eu (3 ) ()= (5)

Detta ger u; = —10 och us = —20. KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

For punkt (0, 1):
KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkor 2 ar inte aktivt, sa uo = 0.
—10 —1 1 0
KKT3: (_12>—|—U1< O>+u3<1>—<0).
Detta ger u; = 2 och ug = 12. KKT4 ar uppfyllt. Punkten dr en KKT-punkt.
For punkt (1, 0):

KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 1 ar inte aktivt, sa u; = 0.

s (5) (4l - (2)

Detta ger uo = —14 och ug = 6. KKT4 ar inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-punkt.

Antag nu att inga bivillkor ar aktiva.
KKT2: Inga bivillkor ar aktiva: u; = us = ug = 0.



KKT4 blir d& uppfyllt.

o 4x1—10Y\ [ O
KKT3: ( N ) (!
Detta ger x1 = 2.5 och 9 = 2.5. Men den punkten uppfyller inte bivillkor 3, sa KKT1
ar inte uppfyllt. Punkten &r inte en KKT-punkt.

Alla bivillkor &ar linjdra, sa det tillatna omradet ar konvext. Malfunktionen &r konvex,
sa hela problemet ar konvext. KKT-villkoren visar da att punkt (0, 1) &r optimal.

3b: I startpunkten &r bara ickenegativitetsvillkoren aktiva. Forsta LP-problemet blir
min z = —10d; — 20dy da 0 < d <1,

vilket har optimallésning d = (1,1) med z = —30. Sitt (2 = (¢,t). Maximal steglingd

blir 0.5. Mimimum léngs denna linje ger ¢t = 2.5, sa vi far ¢ = 0.5, vilket ger z(?) =

(0.5,0.5).

Nu ar bivillkor 3 aktivt. LP-problemet blir

min z = —8dy — 16ds da di +do <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallosning d = (—1,1) med z = —8. Sitt 2 = (0.5 — ,0.5 + t).
Maximal steglangd blir 0.5. Mimimum langs denna linje ger ¢t ~ 0.67, sa vi far ¢t = 0.5,
vilket ger ) = (0,1).

Nu ar bivillkor 1 och 3 aktiva. LP-problemet blir
min z = —10dy — 12dy da dy +ds <0, d; > 0, samt —1 < d < 1,
vilket har optimallosning d = (0,0) med z = 0. Alltsa ar punkten = = (0, 1) optimal.

3c: Lagrangerelaxationen:
o(u) = ming<y, <1,0<zo<1 225 + 473 — 1021 — 2022 + u(z1 + 29 — 1) = 222 + 423 + (u —
10)z1 + (u — 20)x2 — u.

Minimum kan fas genom att sitta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 4x1+u—10 = 0 och 8x9+u—20 = 0, dvs. 21 = (10—u)/4 och 3 = (20—u)/8,
forutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet 0 < x1 < 1 och 0 < x5 < 1.
Annars hamnar man pa ndrmaste grans.

For w = 0 far vi 1 = 1 och 3 = 1, med ¢(0) = —24. Undre gréns: —24. Punkten &r
inte tillaten, sa vi far ingen Gvre grans.

For w = 10 far vi 1 = 0 och x2 = 1, med ¢(1) = —16. Undre grans okar till —16.
Punkten &r tillaten, och ger 6vre gransen —16.

For u = 20 far vi x; = 0 och z2 = 0, med ¢(2) = —20. Undre grans 6kar inte. Punkten
ar tillaten, men ger ingen béattre 6vre gréns.

Vi far bésta undre grans —16 och dvre gréns —16, sa losningen (0, 1) &r optimal. Den
fas for u = 10, vilket &ar ett optimalt virdet pa w.

3d: For u < 6 fas 1 = 1 och x5 = 1, vilket ger x1 + 22 = 1, vilket inte ar tillatet.
For 6 <u <10 fas x; = (10 — u)/4 och xo = 1, vilket ger z1 + x2 = (14 — u) /4, vilket
ar tillatet for u = 10.

For 10 < u <12 fas 1 = 0 och o = 1, vilket ger 1 + xo = 1, vilket ar tillatet.



For 12 <wu <20 fas 1 = 0 och xo = (20 — u)/8, vilket ger z1 + x2 = (20 — u)/8, vilket
ar tillatet for u = 12.

For w > 20 fas 1 = 0 och zo = 0, vilket ger 1 + 22 = 0, vilket inte uppfyller
komplementaritetsvillkoren eftersom u > 0.

Alltsa fas den optimala z-16sningen for alla v mellan 10 och 12.

Uppgift 4

4a: Variabeldefinition: z; =1 om mormor ska fa sak j, 0 om inte.
Malfunktion: Maximera vardet f6or mormor: max 5x1 + 49 + 83 + 5xa + 35

Bivillkor:

Kostnaden for Laisa: 7x1 4+ bxo + 4x3 + 624 < 15

Hogst tva saker: 1 + 22 + 23 + x4 + x5 < 2

Minst fyra saker: x1 + xo + 3 + x4 + x5 > 4

Inte bade godis och lussebullar: xo + x4 < 1

Inte bade akvarellmalning och lussebullar: x1 + 24 < 1
Minst en av godiset, likoren och bullarna: o + 3 + 24 <1

Modell:
max z = 5x1 +4x9 +8xz +dbxry +3z5
da Tr1 “+5x9 —+4x3 —+6x4 < 15 (1)
r1  txe Hzz H+xg4  Fxzs < 2 (2)
rKT H4xo2 +x3 +x4 Hx5 > 4 (3)
T2 “+x4 < 1 (4)
X1 +Z4 < 1 (5)
T2 +x3 +x4 > 1 (6)
X1, €2, zs3, T4, T5 € 071
4b: Balas metod:
VLy=—5x1 —4x9 — 8x3 — dxy — 35 <0
VILi="7x145x9+4x3+ 624 —15 <0
Viy=x1+204+23+24+25—2<0
VLy=—x1—20—23—24—25+4<0
VLij=20+x4—1<0
VIis=x14+x24—1<0
VL9ig=—x9—23—24+1<0
Forst fas inga fixeringar, sa vi forgrenar over xy.
P1 =P0 +(z1 =1). P2 =P0 +(x; =0).
P1 (x1 =1): V.Ls =0, sa vi maste fixera x4 = 0.
Vi far inga fler fixeringar, sa vi forgrenar 6ver x,.
P3 =Pl +(z2 =1). P4 =P1 +(x2 =0).
P3 (zo=1,21=1,24=0): VL, = —2, sa vi maste fixera 3 = 0.

Vi far inga fler fixeringar, sa vi férgrenar over zs.
P5=P3 +(z5 =1). P6 = P3 +(x5 =0).



P5 (z5=1,23=0,29 =1, 21 = 1, 24 = 0): Alla variablerna fixerade, och en kontroll
visar att 16sningen &r tillaten i samtliga bivillkor. Vi noterar 16sningen z = (1,1,0,0, 1)
med z = 12 som kandidatlosning, kapar grenen, och uppdaterar malfunktionsbivillkoret
till: VLy = —5x1 —4x9 — 8x3 — bxy — 325 + 13 <0

P6 (x5 =0, 23 =0, 29 = 1, 21 = 1, 24 = 0): Alla variablerna fixerade, men V Ly = 4,
sa vi kapar grenen.

Backa tillbaka: P4 (ze =0, z; =1, 24 = 0): V.L, = 2, sa vi maste kapa grenen.

Backa tillbaka: P2 (z; = 0): VL, = —7, sa vi maste fixera x3 = 1.
Vi far inga fler fixeringar, sa vi férgrenar over zo.

P7 (xzo =1, 21 =0, z3 = 1): VL, = 0, sa vi maste fixera x4 = 0. VL; = —2, sa vi
maste fixera z5 = 1.

Vi far inga fler fixeringar, sa vi férgrenar over zs.

P9 = P7 +(z5 = 1). P10 = P7 +(z5 = 0).

PO (xz5=1,23=129=1, 21 =0, x4 = 0): Alla variablerna fixerade, och en kontroll
visar att 10sningen &r tillaten i samtliga bivillkor. Vi noterar 16sningen x = (0,1,1,0,1)
med z = 15 som kandidatlosning, kapar grenen, och uppdaterar malfunktionsbivillkoret
till: V Ly = —5x1 — 4x9 — 8x3 — by — 325+ 16 <0

P10 (z5 =0, 23 =1, 29 = 1, 1 = 0, 24 = 0): Alla variablerna fixerade, men V Ly = 4,
sa vi kapar grenen.

Backa: P8 (z2 =0, 21 =0, z3 =1): VL, =0, sa vi maste fixera x4 = 1 och x5 = 1.
Alla variablerna fixerade, och en kontroll visar att l6sningen &ar tillaten i samtliga bi-
villkor. Vi noterar 16sningen x = (0,0,1,1,1) med z = 16 som kandidatlosning, kapar
grenen, och uppdaterar malfunktionsbivillkoret till: V Ly = —5x1 — 4x9 — 813 — by —
3.T5 + 17 S 0

Alla grenar ar nu avsokta, och problemet 16st. Den senast noterade l0sningen &r opti-
mal: x1 =0, 20 =0, 23 =1, 24 =1, x5 = 1, med z = 16. Svar i ord: Lasia ska ge
mormor sak 3, 4 och 5, dvs. likor, lussebullar och kram, vilket ger varde 16 for mormor.

Uppgift 5

5a: Det ar ett handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kost-
nad 46. En heuristik kan ge turen 1-2-3-7-4-6-5-1, med kostnaden 49. Losningen &r
alltsa maximalt 3 enheter dyrare &n optimum.

5b: Det ar ett kinesiskt brevbararproblem. Alla noder utom nod 4 har udda valens.
De gator som ska koras mer dn en gang ska 0ka valensen med ett for dessa noder. Det
billigaste séttet att uppna detta dr med bagarna (1,2), (3,7) och (5,6), med kostnad 21.
(Det enda rimliga alternativet (1,5), (2,3) och (6,7) kostar 22.) Vi léser nu problemet
genom att dubblera ovanstaende bagar, och hitta en Eulertur i denna graf. Kostnaden
for turen blir 109. En optimal tur &r t.ex. 1-2-3-7-6-5-1-4-5-6-4-7-3-4-2-1. (Manga andra
optimala turer finns.)



5c: Finn billigaste vag med Dijkstras metod. Tillat valfri riktning pa alla bagar.
Billigaste vag: 1-4-7. Kostnad: 12.

Uppgift 6

Den gamles forslag, finn minsta tillatna 1 med 2o = 0: ;1 = 5, 29 = 0, z = 15.
Verifiering av att den ar tillaten ger 6vre gransen zZ = 15.

PO: LP-optimum: z; = 2.5, 29 = 2.5, z = 12.5. Detta ger z = 13. (Dvs. vi kan kanske
fa nagot béttre 4n z = 15.)

Vi forgrenar 6ver 1. P1 = PO +(z1 <2). P2 = PO +(z; > 3).

P1: LP-optimum: z; = 2, xo = 3.333, z = 12.667, vilket ger z = 13.
Forgrena 6ver x3. P3 = P1 +(z9 < 3). P4 = P1 +(x2 > 4).

P3: LP-problemet saknar tillaten 16sning. Kapa grenen.

P4: LP-optimum: z; = 1.6, z2 = 4, z = 12.8, vilket ger ger z = 13.
Forgrena 6ver x1. P5 = P4 +(x1 <1). P6 = P4 +(z1 > 2).

P5: LP-optimum: z1 = 1, o = 5, z = 13, vilket &ar en tillaten heltalslosning, och ger
z=13.

Denna 6vre grins sammanfaller med den undre gransen i PO, sa vi kapar alla grenar
under P0. (Dvs. vi behover inte 16sa P6 och P2.)

Tradet ar avsokt. Optimum ar 1 = 1, zo = 5 med z = 13. T ord: Hyr en bil av typ 1
och 5 bilar av typ 2, till kostnaden 13.

Om man istéllet skulle ga ner i P2 forst:

P2: LP-optimum: z; = 3, x2 = 2, z = 13, vilket ger z = 13. Vi kan direkt kapa denna
gren, samt P1l-grenen, och har funnit optimum. (Optimallésningen ar alltsa inte unik.)

Uppgift 7

Efter forsta steget fas a = (5,6,8,7,5) och 8 = (0,6,1,0,1). Man kan stryka alla nollor
genom att stryka rad 2, 3 och 4 samt kolumn 4. Minsta ostrukna element ar 1.

Vi far nu a = (6,6,8,7,6) och 5 = (0,6,1,—1,1). Nu kan man inte stryka alla nollor
med farre &n fem streck, och far t.ex. 10sningen x15 = 1, 291 = 1, 233 = 1, x40 = 1,
x54 = 1, och total kostnad blir 40. Optimal duallésning &r o = (6,6,8,7,6) och § =
(0,6,1,—1,1). Summering av duallésningen ger 40, sa starka dualsatsen ar uppfylld.



