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Losningar

Uppgift 1

la: Starta med slackvariablerna som basvariabler.

Bas |z 1 29 x3 x4 x5 x¢ 7 b
z|1 -5 -7 8 8 0 0 0|0
zs |0 6 8 6 5 1 0 0160
|0 6 0 4 0 0 1 0160
zz |0 O 1 O 5 0 0 17140

Forst fas x3 som inkommande variabel och x5 som utgaende.

Bas | z 1 To X3 Ty T5 Tg T b
z|1 3 11/3 0 -4/3 4/3 0 080
z3 |0 1 4/3 1 5/6 1/6 0 0]10
x |0 2 -16/3 0 -10/3 -2/3 1 0|20
z7 |0 0 1 0 5 0 0 1140

Daérefter fas x4 som inkommande variabel och x7 som utgaende.

~

Bas | 2 a1 To X3 T4 T5 g 7 b
z|1 3 59/15 0 0 4/3 0 4/15 ] 272/3 = 90.667
rz3 |0 1 76 1 0 1/6 0 -1/6| 10/3 ~ 3.333
xzg |0 2 -14/3 0 0 -2/3 1 2/3]140/3 = 46.667
x4 |0 0 1/5 0 1 0O 0 1/5 8

Nu &r tablan optimal. Optimallosningen blir z1 = 0, x9 = 0, 3 = 4/3 &~ 3.333, x4 = 8,
samt x5 = 0, g = 140/3 ~ 46.667, z7 = 0, med z = 272/3 ~ 90.667.

Bivillkor 1 och 3 &r aktiva, eftersom slackvariablerna &r noll. Duallésningen lises av i
malfunktionsraden under startbasvariablerna, y; = 4/3 ~ 1.333, y2 = 0, y3 = 4/15 =~
0.267, v = 272/3 ~ 90.667.

Svar i ord: Hon ska gora 3.333 satser av brodsort 3 och 8 satser av brédsort 4. Vinsten
blir 90.667. Bivillkor 1 och 3 ar aktiva, s4 hon anvéander allt vetemjol och grahamsmjol,
men det blir en del (ganska mycket) ragsikt Gver.

1b: Duallésningen &r skuggpriser, och y; ar storst, sa mer vetemjol vore mest vardefullt.
1lc: Ny variabel zg. Reducerad kostnad: ég = cg —aly = cs — (4,4,4)7(4/3,0,4/15) =

cs — (16/3 4 16/15) = ¢s — 32/5 > 0 om cg > 6.4.
Svar: Om vinsten ar storre &n 6.4 per sats sa 1onar det sig att tillverka Brors special.



Uppgift 2

2a: Basbagarna blir (1,2), (1,4), (1,5), (2,3), (4,7) samt (5,6). Detta ger nodpriserna
y1 = 0, yo = 10, y3 = 22, y4 = 14, y5 = 9, yg¢ = 22, yr = 44, samt reducerade
kostnaderna ¢4 = 7 > 0 (optimalt ty x = 0), é&7 = —13 < 0 (ej optimalt ty = = 0),
¢43 = 2 > 0 (optimalt ty = = 0), é46 = 0 (optimalt), és4 = 7 > 0 (optimalt ty x = 0),
¢¢7 = —12 < 0 (ej optimalt ty = 0). VA&lj 237 som inkommande, att 6ka. Cykeln blir
3-7-4-1-2-3, och maximal &ndring blir 3. Det ger (t.ex.) bage (1,2) som utgaende.

Nodpriserna blir nu y; = 0, yo = 23, y3 = 35, y4 = 14, y5 = 9, yg = 22, y7 = 44, samt
reducerade kostnaderna ¢12 = —13 < 0 (optimalt ty = u), éaq = 30 > 0 (optimalt ty
x =0), é43 = —11 < 0 (ej optimalt ty = = 0), ¢4 = 0 (optimalt), és4 = 7 > 0 (optimalt
ty x =0), égz = —12 < 0 (ej optimalt ty x = 0). Vilj xg7 som inkommande, att oka.
Cykeln blir 6-7-4-1-5-6, och maximal &ndring blir 3. Det ger (t.ex.) bage (4,7) som
utgaende.

Nodpriserna blir nu y; =0, yo = 11, y3 = 23, y4 = 14, y5 = 9, yg = 22, y7 = 32, samt
reducerade kostnaderna ¢15 = —1 < 0 (optimalt ty z = u), éo4 = 8 > 0 (optimalt ty
x =0), éa3 =1 > 0 (optimalt ty x = 0), és6 = 0 (optimalt), és4 = 7 > 0 (optimalt ty
x =0), é47 = 12 > 0 (optimalt ty = = 0).

Alla optimalitetsvillkor &r uppfyllda, sa l6sningen &r optimal. Skicka 7 lador 1-2-3 och
lat 3 av dem fortsétta till 7. Skicka 7 lador 1-5-6 och lat 3 av dem fortsatta till 7.

2b: Skillnaden mellan nodpriserna y; = 32 och y5 = 9 ar 23, sa for cs7 < 23 skulle den
vagen kunna gora 16sningen battre.

2c: Finn maxflode fran nod 1 till nod 7. Starta med flode noll.

S6k maximal flodesokande viag med Dijkstras metod. Vi far (t.ex.) végen 1-4-7, med
kapacitet 7. Skicka 7 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bégarna (1,4) och (4,7)
blir fulla.)

Sok ater maximal flodesdkande vig med Dijkstras metod. Vi far vigen (t.ex.) 1-2-3-7,
med kapacitet 7. Skicka 7 enheter och &ndra tillitna riktningar. (Alla bagar i vigen
blir fulla.)

Sok dter maximal flédesdkande vig med Dijkstras metod. Vi far vigen 1-5-4-6-7, med
kapacitet 7. Skicka 7 enheter och dndra tillatna riktningar. (Alla bagar i viagen blir
fulla.)

Sok ater maximal flodesdkande viag med Dijkstras metod. Vi kan nu bara mérka nod
1, s& minsnittet gar 6ver bagarna (1,2), (1,4) och (1,5). Maxflodet &ar 21.

Uppgift 3

3a: Skriv problemet pa standardform for att applicera KKT-villkoren.
gi(x) = =21 <0, ga(x) = =22 <0, g3(x) =21 =5 <0, ga(x) =22 =4 <0, g5(2) =

6x1 — 25 -1
x1+x2—6§0,Vf(x)—(105212_40>,Vg1(x)—< O) Vga(x —< 1)

O



Vi struntar i alla punkter dir x9 = 0. Kvar ar (5, 1), (2, 4) och (0, 4).

For punkt (5, 1):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 1, 2 och 4 &r inte aktiva, sd u; = 0, ug = 0 och uq = 0.

5 1 1 0
KKT3: (_30>+u3<0>+u5<1>—<0>.
Detta ger ug = —35 och us = 30. KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (2, 4):
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT2: Bivillkor 1, 2 och 3 ar inte aktiva, s u; = 0, us = 0 och ug = 0.

—13 0 1 0
KKT3.< 0>—|—U4(1>+U5<1>—<0>.
Detta ger ugy = —13 och us = 13. KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten ar inte en KKT-
punkt.

For punkt (0, 4):

KKT1: Punkten ar tillaten.

KKT2: Bivillkor 2, 3 och 5 ar inte aktiva, s us = 0, u4 = 0 och us = 0.
—-25 -1 0 0

KKT3.( 0>—I—U1< O>+u4<1>—<0).

Detta ger uy = —25 och ugy = 0. KK'T4 ar inte uppfyllt. Punkten &ar inte en KK'T-punkt.

Alla bivillkor &r linjdra, s& det tillatna omradet ar konvext. Malfunktionen ar konvex,
s& hela problemet &r konvext. KKT-villkoren visar da att ingen av dessa punkter ar
optimal.

3b: I startpunkten &r bara ickenegativitetsvillkoren aktiva. Forsta LP-problemet blir
min z = —25d; —40d, da 0 < d <1,

vilket har optimallosning d = (1,1) med z = —65. Sitt #(2) = (¢,t). Maximal stegléingd

blir 3. Mimimum léngs denna linje ger ¢t = 65/15 = 4.0625, sa vi far ¢t = 3, vilket ger

@ = (3,3).

Nu ar bara bivillkor 3 aktivt. LP-problemet blir

min z = —7dy —10ds da dy +dy <0, samt —1 <d <1,
vilket har optimallosning d = (—1,1) med z = —3. Sitt (2 = (3 —t,3 +t). Maximal
steglangd blir 1. Mimimum langs denna linje ger ¢t = 3/16 = 0.1875, sa vi far ¢t = 3/16,
vilket ger z(3) = (45/16,51/16) = (2.8125, 3.1875).

Nu ar bivillkor 3 aktivt. LP-problemet blir

min z = —65/8d; —65/8dy = —8.125d; —8.125dy d& dy+dy < 0, samt —1 < d < 1,
vilket har optimallosning bl.a. d = (0,0) med z = 0. Alltsa adr punkten x = (2.8125, 3.1875)
optimal, med malfunktionsvirde ungefér -123.28.



3c: Lagrangerelaxationen:
gp(u) = mMiNg<z, <5,0<z,<4 31‘% + 536% — 2511 — 4020 + u(xl + x99 — 6) = 3%% + 5&7% + (u —
25)z1 + (u — 40)x2 — 6u.

Minimum kan fas genom att sdtta gradienten av Lagrangefunktionen lika med noll,
vilket ger 6x1 +u — 25 = 0 och 10z9 +u — 40 = 0, dvs. 1 = (25 — u)/6 och xy =
(40 — u)/10, forutsatt att dessa punkter ligger i det tillatna omradet 0 < z; < 5 och
0 < x5 < 4. Annars hamnar man pa nirmaste grans.

For uw =0 far vi z; = 25/6 =4 1/6 och z3 = 4, med ¢(0) = —1585/12 ~ —132.0833.
Undre grins: —132.0833. Punkten &r inte tilldten, s& vi far ingen 6vre gréns.

For u =8 far vi 1 = 17/6 ~ 2.833 och x2 = 3.2, med (8) ~ —123,2833. Undre grins
Okar till —123.2833. Punkten &r inte riktigt tillaten, eftersom x1 + zo ~ 6.0333 > 6, sa
ingen 6vre gréins fas.

For u = 10 far vi 1 = 2.5 och z9 = 3, med ¢(10) = —123.75. Undre grins okar inte.
Punkten &r tillaten, och ger 6vre grians —118.75.

Vi far bésta undre grins —123.2833 och 6vre grans —118.75. och den bésta 16sningen
ar (2.5,3), ej sikert optimal. Optimalt virde pa u ligger mellan 8 och 10.

3d: Antag forst att z; = (25 —u)/6 och 2 = (40 — u)/10. (Om det skulle ge nagot =
utanfor grianserna sa dr antagandet felaktigt.)

D4 blir z1 + z2 = (25 —u)/6 + (40 —u)/10 =25/6 —u/6 + 4 — u/10 = 49/6 — 4u/15.
Villkoret 1 + 22 = 6 blir da 49/6 — 4u/15 = 6, vilket ger u = 65/8 = 8.125.

Kontroll: u = 65/8 = 8.125 ger z1 = (25 —u)/6 = 45/16 = 2.8125 och xzp = (40 —
u)/10 = 51/16 = 3.1875. Vi ser att dessa varden ligger i de tillatna intervallen, och att
w1+ x2 = 45/16 + 51/16 = 96/126 = 6.

Svar: u = 8.125.
Uppgift 4

4a: Det ar ett handelsresandeproblem. Undre grans hittas med billigaste 1-trad, kost-
nad 39. En heuristik kan ge turen 1-2-3-6-7-4-5-1, med kostnaden 42. eller 1-2-4-3-6-7-
5-1, med kostnaden 40. Vi far alltsd undre grans 39, och 6vre 42 (eller 40). Losningen
ar alltsd maximalt 3 (eller 1) dyrare &n optimum.

4b: Man maste da ga direkt fran nod 7 till nod 1. Det enklaste sdttet att uppna detta
ar att lagga till en direktbage fran nod 7 till nod 1 med kostnad noll. D& fas turen
1-5-4-2-3-6-7-1. Kostnaden for detta, 37, ar inte korrekt, eftersom det inte kostar noll
att ga fran 7 till 1, utan 10 (végen 7-5-1).

4c: Det ar ett kinesiskt brevbararproblem: Finns billigaste rundtur som passerar varje
bage minst en gang.

Noderna 5 och 7 har udda valens. De gator som ska koras mer &n en gang ska Oka
valensen med ett for dessa noder. Det billigaste sdttet att uppnéd detta &r med di-



rektbagen (5,7), med kostnad 6. Vi loser nu problemet genom att dubblera denna
bage, och hitta en Eulertur i denna graf. Kostnaden fér turen blir 81. En optimal tur
ar t.ex. 1-2-8-3-2-4-3-6-7-4-5-7-5-1. (Flera optimala turer finns.)

Uppgift 5
Detta ar ett tillordningsproblem. Los med ungerska metoden.

Efter forsta steget fas a = (5,6,6,3,4) och 8 = (0,0,1,0,1). Man kan stryka alla nollor
genom att stryka rad 1, 2 och 4 samt kolumn 2. Minsta ostrukna element &r 1. Vi far
nu o = (5,6,7,3,5) och g = (0,-1,1,0,1).

Nu kan man stryka alla nollor genom att stryka rad 2 och 4 samt kolumn 2 och 4.
Minsta ostrukna element &r 1. Vi far nu a = (6,6, 8,3,6) och 5 = (0,—2,1,—1,1).

Nu kan man inte stryka alla nollor med férre &n fem streck, och far l6sningen x14 = 1,
To1 = 1, 33 = 1, 245 = 1, x50 = 1, och total kostnad blir 28. Optimal duallésning
ar a = (6,6,8,3,6) och = (0,—2,1,—1,1). Summering av duallésningen ger 28, si
starka dualsatsen ar uppfylld.

Uppgift 6

Variabeldefinition: z; = 1 om uppldggningsplats j anvénds, 0 om inte.
Malfunktion: Minimera kostnaden: min 5z1 + 7z9 + 8x3 + 10x4 + 625
Bivillkor:

Total kapacitet: 25x1 4+ 20z + 30x3 + 4024 + 2525 > 100
Begransningar: x3 <1 —x1, 4 > T2

Modell:
min z = 51  +T7xo +8x3 +10x4 +6x5
da 25217 +20x9 +430x3 +4+40x4 +2bz5 > 100 (1)
1 +x3 < 1 (2)
9 —x4 < 0 (3)
1, T3, s, T4, rs € 0,1

Vi har ingen tillaten 16sning, sa vi kraver bara z < 36 (vilket 4r redundant).
Balas metod:

VLy=>5x1+ Txe + 8x3 + 10x4 + 625 — 36 <0

VL1 = —25.%1 — 20$2 — 301’3 — 40$4 — 25ZE5 + 100 < 0
VIig=x21+23—1<0

VLg =Ty — T4 S 0

Forst fas inga fixeringar, sa vi forgrenar 6ver .

Pl (z1 =1): VL, =0, sa vi maste fixera x3 = 0.
Vi far inga fler fixeringar, sa vi férgrenar ver zs.

P3 (r1=1,29=1,23=0): VL, = —10, sa vi méaste fixera x4 = 1.



Av samma skal maste vi fixera z5 = 1.

Nu ar allt fixerat (z; =1, xz9 = 1, 23 = 0, x4 = 1, x5 = 1), sa vi kollar alla bivillkor
en gang till. Losningen &r tillaten, sa vi noterar 16sningen z = (1,1,0,1,1) med z = 28
som kandidatlosning, kapar grenen, och uppdaterar malfunktionsbivillkoret genom att
krava z < 27, dvs.: VLyg=5x1 + Tz + 8x3 + 10x4 + 625 — 27 <0

Vi gar nu till: P4 (21 =1, 22 =0, 3 =0): V.Ly =10 > 0, sa vi kapar grenen.

P2 (z1 =0): VL, = —15, sa vi maste fixera 9 = 1, 3 =1, 4 = 1 och z5 = 1.
VL,=4>0, sa vi maste kapa grenen.

Alla grenar ar nu avsokta, och problemet 16st. Den senaste (enda) noterade 16sningen
ar optimal: 1 =1, 29 =1, 23 =0, 24 = 1, x5 = 1, med z = 28. Svar i ord: Anvand
upplaggningsplatserna 1, 2, 4 och 5.

Uppgift 7

PO: LP-optimum: z; = 8.75, 2 = 0, z = 43.75. Detta ger z = 43.

Forgrena 6ver x;. P1 = PO +(x; <8). P2 = PO +(z1 > 9).

P1: LP-optimum: z; = 8, xo = 0.375, z = 42.625, vilket ger z = 42.

Forgrena 6ver xa. P3 = P1 +(22 <0). P4 = P1 +(22 > 1).

P3: LP-optimum: z1 = 8, 9 = 0, z = 40, vilket dr en tilliten heltalslosning, och ger
2z = 40. Kapa grenen.

P4: LP-optimum: z; = 6.75, x5 = 1, z = 40.75, vilket ger ger z = 40. Men vi har
redan z = 40, sa grenen kapas.

P2: Tilldten 16sning saknas. Kapa

Trédet ar avsokt. Optimum ar 1 = 8, xo = 0 med z = 40. I ord: Koép 8 smé snéplogar.
Uppgift 8

8a: Finn billigaste vag fran nod 1 till nod 9 med Dijkstras metod. Det ger foljande
nodmérkningar: y = (0, 10, 14, 10, 21, 28, 20, 28,29) och p = (—,1,1,1,2,5,4,7,5). Bil-
ligaste vag blir 1-2-5-9 med kostnad 29.

8b: Bage (5,9) blir vildigt dyr. Den enda mérkningen som paverkas av det &r for nod
9, s& den maste goras om. Vi far ny mérkning y9 = 33, och pg = 8. Végen blir nu
1-4-7-8-9, med kostnad 33.



