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Tentamen 160826 TAOPSS, Optimering for Ingenjorer

Uppgift 1

Linolf och Linella ska ordna en fest at sina kompisar. De ska hitta pa flera spel
och lekar som kan roa deltagarna.

Det forsta spelet de konstruerar ar ett enkelt dppelroulette. Det finns tre rutor
man kan satsa pa. Om man satsar 1 pollett pa alternativ 1 ar den forvantade
vinsten 2 applen, om man satsar 1 pollett pa alternativ 2 ar den forvantade
vinsten 3 applen, och om man satsar 1 pollett pa alternativ 3 ar den férvantade
vinsten ett dpple. Fragan &r hur en spelare med 1000 polletter ska satsa for att
maximera det forvantade antalet vunna applen. Man far inte satsa mer an 500
polletter pa nagot alternativ. Alternativ 2 &r mer osakert an alternativ 3, sa man
vill inte satsa mer pa alternativ 2 an pa alternativ 3. Detta kan formuleras som
foljande LP-modell.

max 2z = 207 + 3x9 + x3
da Ty + T2 + X3 S 1000 (1)
o — X3 S 0 (2)
1 < 500 (3)
To < 500 (4)
r3 < 500 (5)
x1, To, T3 > 0

a) Los LP-problemet med simplexmetoden. Ange optimallosning och total forvintad
vinst. Vilka bivillkor blir aktiva? Ar optimallosningen unik? (3p)

b) Formulera LP-dualen till LP-problemet ovan. Ange optimal dualldsning mha.
optimaltablan i uppgift a. Kontrollera att den duala l6sningen ar tillaten, samt
att komplementaritetsvillkoren ar uppfyllda. Ar optimallosningen degenererad?

(3p)

c) Anvind skuggpriser for att besvara foljande fragor. Vad skulle man tjana pa
att ha en pollett till att satsa? Vad skulle man tjana pa att tillata satsning av
en pollett mer (dn 500) pa alternativ 37 Forklara ev. avvikelser fran vad sunda
fornuftet sdger. Ledning: Det kan ha med degeneration att géra. (2p)

Uppgift 2

Betrakta en forenklad variant av sudoku, dar matrisen har storlek 4x4 och siffrorna
1, 2, 3 och 4 ska placeras ut sa att det blir en siffra av varje sort i varje rad, en i
varje kolumn och en i varje mindre 2x2 kvadrat.

Formulera en linjar heltalsmodell fér problemet. Anvand gérna féljande beteck-
ningar: Ry = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, Rz = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}, R3 =
{(3,1),(3,2),(4,1),(4,2)}, Ry = {(3,3),(3,4),(4,3),(4,4)}. Beskriv hur prob-
lemet kan l6sas med variabelfixering (Balas metod). (3p)
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Uppgift 3

En uppgift ar att forsoka rita en viss figur utan att lyfta pennan och utan att rita
nagot streck fler &n en gang. Vi lagger har till att man ska sluta i samma punkt
som man borjade i. For vilka av foljande grafer kan bagarna ritas pa det sattet?
Motivera tydligt.

Om det inte gar, kan man tillata att vissa streck ritas dubbelt, men kraver da
att minimalt antal streck ritas dubbelt. Ange for de grafer som inte kunde ritas
pa onskat sitt vilka bagar som da ska ritas tva ganger. (3p)

Uppgift 4

Nasta lek ar en enkel form av orientering. Nedanstaende graf anger hur man
kan ta sig fram i tradgarden som anvéands till festen. Observera att bagarna ar
riktade.

Uppgiften ar att starta i nod 1 och ta sig till forsta kontrollen i nod 5, darefter till
andra kontrollen i nod 12 for att sedan spurta i mal i nod 10. Bagkoefficienterna
anger tiden varje stracka tar och man vill givetvis minimera den totala tiden.

a) Forklara hur en l6sning till detta problem kan finnas mha. flera billigaste
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végsokningar. Los problemet och ange bésta vig, samt tiden den tar. (3p)

b) Antag att man far ta kontrollerna i vilken ordning man vill, men fortfarande
ska starta i nod 1 och sluta i nod 10. Vilken ar da béast att ta forst? Anvand en
billigaste vigstkning som redan ar gjord i uppgift a for att besvara fragan. (1p)

Uppgift 5

Man har ocksa konstruerat en annan variant av orienteringen i uppgift 4, dar
alla bagar ar oriktade och kontrollerna kan tas i vilken ordning som helst. Start
och mal ar bada i nod 1. Som forbearbetning har man eliminerat alla vigskal
(noder) som inte dr kontroller, och skapat en graf med bagar som motsvarar
kortaste vagen mellan relevanta par av kontroller. Den darvid erhallna grafen ges
nedan, med striacka angiven pa varje bage. Uppgiften ar alltsa att finna kortaste
rundtur som besoker varje nod.

a) Vilket ként optimeringsproblem &r detta? Finn en tillaten 16sning med valfri
heuristik. Finn dven en optimistisk uppskattning av det optimala malfunktionsvardet
och ange hur langt ifran optimum den erhallna l6sning kan vara. (3p)

b) Vid varje kontroll ska ett elektriskt stdmpelur ligga, sa man behéver dra
elledningar ldngs bagarna till varje kontroll (nod). Malet &r helt enkelt att koppla
ihop alla noderna till lagsta kostnad, och bagkoefficienterna kan anvéindas som
kostnad. Vilket kant optimeringsproblem ar detta? Finn en optimal losning med
lamplig metod. (2p)

Uppgift 6

Nasta tavling gar till som foljer. Tio tunga bildack ligger i nod 1, och av dem
ska 7 baras till nod 10 och 3 till nod 9, via natverket som foljer. Den tavlande
ska gora detta pa kortast mojliga tid. Utan bildack gar det snabbt att springa
tillbaka, sa vi raknar bara med tiden da man bar. Man kan bara bara ett dack
at gangen. Om man bér tva ganger ldngs samma bage, blir ju kostnaden (tiden)
dubbelt sa stor, sa vi kan se kostnaderna som linjara funktioner av flodet (dvs.
antal ganger man bér ldngs bagen).
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For att krangla till det ar bagarna riktade, och det finns ocksa begransningar pa
hur manga ganger man far ta en viss bage. (Végen tillbaka utan déck réknas ej.)
Vi antar att den tavlande haller konstant hastighet, och behover darfor inte halla
reda pa i vilken ordning décken bars.

Man kan alltsa se det som ett minkostnadsflodesproblem. Néar det blir Bertas
tur, har hon observerat hur Abel gjorde. Pa bagarna i grafen star forst bagens
langd, sedan ovre gransen for hur manga ganger man far anvanda den bagen och
sist hur manga ganger Abel anvande bagen.

a) Berta tdnkte forst anvdnda samma véigar som Abel, men insag sedan att
Abel inte skrev lika bra som Berta pa optimeringstentan. Déarfor borjar Berta
med att kontrollera huruvida Abels 16sning &r optimal (mha. simplexmetoden for
nitverk). Om den inte &r optimal, utgar Berta fran Abels 16sning och finner den
optimala 16sningen. Gor detta! Hur mycket béttre blir Bertas 16sning? (3p)

b) Genom att kliva 6ver en lag hiick kan Berta minska tiden for bage (2,3) fran 11
till 9. Berta misstanker att Abel gjorde det, och tanker darfor gora sammalunda.
Hur skulle det paverka slutsatserna i uppgift a? (Gor inte om allt fran borjan.)

(1p)

c) Hur manga dack kan man maximalt forflytta fran nod 1 till nod 107 Starta
med flodet noll och gor alla steg i maxflodesmetoden tydligt. Ange minsnitt. (3p)

Uppgift 7

En annan tavling gar ut pa att en i laget blandar till en halsodrink av baobab och
spirulina (i vatten), och en annan lagmedlem maste dricka upp den. Givetvis vill
man gora den sa god och nyttig som mojligt. Om man later z; sta for andelen
baobab och x5 for andelen spirulina, fas risken for att drycken blir odrickbar av
funktionen f(x) = 323+ 423+ x129 — 2021 — 59. Man vill alltsd minimera denna
funktion, under bivillkoren att totala méngden inte far dverstiga 1 (zq + z9 < 1)
samt givetvis x1 > 0 och x5 > 0.
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a) Anviand KKT-villkoren for att avgéra om nagon av punkterna A: (0, 0), B:
(0, 1) och C: (0.5, 0.5) ger den optimala l6sningen. (3p)

b) Rita in eventuella tillatna forbattringsriktningar i punkterna i uppgift a. (Ut-
nyttja resultat fran uppgift a.) (1p)

c) Starta i 1 = 0 och 25 = 0 och 16s problemet med Zoutendijks metod. (3p)

Uppgift 8

En viss lek ska goras i tva-personersgrupper, dar varje par bestar av en teknolog

och en humanist. For varje mojligt par har man uppskattat kompabilitetssvarigheterna,
vilka anges i nedanstaende matris, dar rader motsvarar teknologer och kolumn-
erna motsvarar humanister. Man vill gora gruppindelningen sa att den totala
inkompatibiliteten (representerat av koefficienterna i matrisen) minimeras.

L
= NN
UL O = W
S O U

Los problemet med ungerska metoden. Ange optimal 16sning samt malfunktionsvarde.
Ange dven dual optimallosning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)



