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Uppgift 1

Det var en gang for lange, lange sedan ett litet, litet land langt, langt borta, som
var helt olikt Sverige pa alla sitt, forutom att man hade demokrati, vilket betyder
att de styrande tillsatts med allmanna val. Det lilla landet sade sig ha, liksom
Sverige, ett proportionellt valsystem, vilket betyder att varje parti far ett antal
mandat (platser i riksdagen) som ar proportionellt mot antalet roster partiet fatt
i valet. Tyvarr ar ju antalet platser i riksdagen heltal, och betydligt mindre &n
antalet roster, sa perfekt proportionalitet ar ej mojligt.

Vid det senaste valet rostade 100 personer i det lilla landet, och antalet platser
(mandat) i riksdagen var 10. Rosterna fordelades pa foljande sétt.

Parti Antal roster
Administratérerna (A) | 32
Byrakraterna (B) 28

Common People (C) 26
De Vilsna (V) 8
Xenofoberna (X) 3
Ytterpartiet (Y) 2
Zeptopartiet (Z) 1

Rosterna brukade fordelas enligt “den jamkade uddtalsregeln”, en sekvensiell
heuristik som faktiskt specificeras i lagtext. (Det skulle ge A: 3, B: 3, C: 3
och V: 1.) Svea Nobel, en nytdnkande demokrat (med viss universitetsutbild-
ning) foreslog istallet att man skulle optimera mandatférdelningen med f6ljande
optimeringsmodell. Har anger x; antal mandat parti j ska fa, medan r; anger hur
manga roster parti j fick. Antalet partier ar n, antal roster p (dvs. p = Zj ;)
och totalt antal mandat m. Malfunktionen sdger att man ska komma sa néra
perfekt proportionalitet som mdjligt, och anvdnder d = m/p, vilket anger an-
tal mandat per rost. (Kvadratroten av héilften av malfunktionsvirdet ger det sa

kallade Gallagher-indexet for hur proportionell férdelningen &r.)

min  f(x) = > (z;—drj)’
j=1
da Z Tj=m
j=1
x; > 0, heltal, for alla j

For det lilla landet &r n = 7, p = 100, m = 10, d = 0.1 och r fas ut tabellen ovan.

a) Betrakta relaxationen som fas da heltalskravet relaxeras i problemet ovan. Det
ar uppenbart sa att optimallosningen till problemet blir z; = dr;. For att krangla
till det ytterligare har det lilla landet infért en sparr som siger att partier som far
mindre dn 5% roster inte far nagra mandat. Det betyder att mandaten kommer
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att delas ut utan att roster pa smapartier riknas (och en rost pa ett storre parti
ger storre effekt &n utan sparren). Berdkna med hjalp av KKT-villkoren den nya
l16sningen till relaxationen. Ledning: Stryk de partier som har for fa roster, vilket
ger att alla kvarvarande partier far z; strikt stérre &n noll. (3p)

b) Betrakta heltalsproblemet (med sparren 5%). Formulera Lagrangerelaxatio-
nen dar det forsta bivillkoret relaxeras. Notera att subproblemet separeras i ett
problem per variabel. Eftersom malfunktionen ar symmetrisk, fas heltalsopti-
mum till ett en-dimensionellt problem i den heltalspunkt som ligger narmast den
kontinuerliga l6sningen. Los subproblemet for © = 0. Ange sedan, med hjélp av
en subgradient, om u bor ¢kas eller minskas. Ange bésta funna 6vre och undre
grans for det optimala malfunktionsvérdet. (3p)

Uppgift 2

I ett aningen storre grannland har man ocksa haft val. Nu aterstar problemet
att bilda regering. Partiledarna Tant Gron, Tant Brun och Tant Gredelin samt
Farbror Bla ska samlas for att diskutera mojliga regeringsbildningar. De fyras
partier har fatt 23, 12, 5 och 17 mandat i riksdagen (i ovan ndmnd ordning). Det
ar alltsa 57 mandat totalt, sa for att fa majoritet, behovs 29 mandat. Alla ar lite
osams, och Tant Gron végrar sitta i en regering som Tant Brun ingar i.

Man kan ténka sig att malet dr att fa in sa fa partier i regeringen, eftersom man
forutser ytterligare brak och osdmja. Man formulerar féljande optimeringsmodell,
dar z; = 1 om parti j ska inga i regeringen.

min  f(x) = 21+ 2o+ 23+ 24
da 231’1 + 121‘2 + 51‘3 + 17ZE4 Z 29
T +x2 <1
Z; S {O, 1}

a) Antag att problemet ska 16sas med Land-Doig-Dakins metod. Strunta i bivill-
koret xy + o < 1 och skriv om problemet som ett normalt kappséacksproblem,
sa LP-relaxationen kan l6sas med en kdnd metod (som bygger pa LP-dualitet).
Ledning: Ersatt z; med 1 — x;, vilket betyder att z; = 1 om parti j inte ska
inga i regeringen, och bivillkoret siger att mindre &n hélften ska vara utanfor
regeringen. Los problemet med Land-Doig-Dakins metod. (3p)

b) Vid nérmare eftertanke kan Farbror Bla inte ténka sig sitta i en regering med
Tant Gron, om inte Tant Gredelin ocksa sitter i regeringen. Tant Gredelin kan
bara sitta i regering om Tant Brun ocksa ar med. Formulera detta som linjara
bivillkor, lagg till dem till problemet och 16s problemet med Balas metod. Anvénd
inte malfunktionsbivillkoret forrdn en tillaten losning fas. Ledning: Borja med
att forgrena 6ver 1 och ga ner i >-grenen forst (med motiveringen att det storsta
partiet kanske borde sitta i regering). (Alternativt kan problemet 16sas utan de



Tentamen 181024 TAOPSS, Optimering for Ingenjorer

extra bivillkoren, vilket ger ett avdrag pa ett poéng). (3p)

Uppgift 3

Infor valet ska partiet Populisterna (P) bestdmma vad man ska anvénda sin
personal till i valkampanjen. Man kan satsa pa att ga runt och knacka dorr,
ringa telefonsamtal, skicka SMS samt bemanna valstugor pa torget. P siatter upp
foljande optimeringsmodell, dér z; star for hur mycket personal man anvénder
till aktivitet j (i ovanstaende ordning). Det forsta bivillkoret séger att antal
personer ar begrinsat, och de tva féljande modellerar skiftande skicklighet (alla
ar inte bra pa allt). Malfunktionen bygger pa hur verksamma man tror att de
olika aktiviteterna &r (dvs. hur manga roster de kan ge).

max 2z = dr1 + xo + dx3 + 214

da Ty + To + T3 + Ty S 100 (1)
211 + 3x3 < 60 (2)
r, + 4$2 + T3 + Ty S 50 (3)
xy, Tg, x3, ry =2 0

a) Los detta LP-problem med simplexmetoden. Ange optimal primalldsning och
duallosning samt malfunktionsvéirde. Vilka bivillkor blir aktiva? (3p)

b) Ar optimallésningen unik? Om inte, ange vilka variabler som ingéar i en al-
ternativ baslosning (men inte deras virden) samt l6sningens malfunktionsvérde.

(1p)

c) Utga fran optimallosningen i uppgift a. Antag att man med viss anstrangning
kan Oka nagot av hogerleden med en enhet. Vilket hogerled skulle man tjana
mest pa att 6ka? (1p)

d) Utga fran optimalldsningen i uppgift a. Antag att koefficienten 4 for xo i
bivillkor 3 ar oséker. For vilka varden pa den koefficienten skulle x5 vara storre
dn noll i optimallésningen? (1p)

Uppgift 4

Organistionen ESSO har bestamt sig for att skicka valobservatorer till det lilla
landet, for att se att allt gar ratt till. I foljande graf anlander 20 med flyg till
nod 1 och 30 med bat till nod 2, och 10 av dem ska aka till nod 3, 20 till nod 4,
10 till nod 5 och 10 till nod 6. Kostnaderna ar linjara i antalet observatorer och
bagarna i grafen visar vilka vigar som kan anviandas. Pa bagarna star kostnaden
per person samt hur manga som maximalt kan aka den végen.

Det hela blir ett minkostnadsflodesproblem, och man har 16st problemet. Pa
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bagarna star till sist flodet i optimallosningen. En nagot ljusskygg transportor
atar sig att transportera en obegransad méangd observatorer fran nod 6 till nod
4 till den laga kostnaden av 7 per person. Andras optimallosningen? Om si &r
fallet, berékna en ny optimallésning. (3p)

19,25,15

16,25,5

17,25,0

26,25,10

Uppgift 5

a) Valaffischer ska séttas upp innan valet, och man ténker sig att transportera
affischer genom att kora runt med Bertils skapbil i nedanstaende graf dar bagarna
ar markta med avstand. Bertils bil star i ett garage vid nod 1, och ska efter turen
stillas tillbaka dit. Affischerna ska levereras till varje korsning (nod) i nétverket.
Man vill helt enkelt hitta en rundtur som passerar varje nod en gang, och som ar
sa kort som mojligt.

Vilket kant optimeringsproblem &r det att finns den basta rundturen? Finn en
bra losning med en kénd heuristik. Finn aven en undre grins for det optimala
malfunktionsvéirdet genom att 16sa en relaxation av problemet. Ange hur langt
ifran optimum den erhalla losningen i vérsta fall ar. Formulera ett linjéart bivillkor
som skér bort optimallosningen till relaxationen, men ingen tillaten rundtur. (4p)

b) Man &ndrar planen. Istéllet for att leverera affischerna till noderna, ska de
sdattas upp langs gatorna. Déarfor ska man kora Bertils skapbil i en rundtur som
passerar varje gata minst en gang, utom pa gata (4,6), for dar kor valdigt fa, sa
affischerna skulle inte ha nagon verkan. Det kommer att ta lang tid, sa man vill
givetvis hitta kortaste rundturen. Vilket optimeringsproblem blir detta? Finn en
optimallosning till problemet. Beskriv stegen i metoden noggrant. Ange rundtur
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och totalt avstand. Vilka bagar ska koras mer &n en gang? (3p)

Uppgift 6

a) Angstromspartiet (A) ska genomfora sitt sedvanliga demonstrationstag genom
staden Uppstad. Man ska starta i nod 1 och sluta i nod 9 i nedanstaende graf.
Det kommer dock att bli daligt vader, sa man vill inte ga for langt. Dessutom
finns risk for att oliktdnkande ska komma och borja braka, sa man vill definitivt
ga kortaste vigen. A andra sidan finns det gator man vill ga pa, eftersom man
tror att de boende dar ar relativt positivt installda, och skulle kunna tankas rosta
pa A. Dérfor sdtter man negativa kostnader (dvs. vinst) pa dessa bagar. Finn
billigaste vég fran nod 1 till nod 9 med de bagkostnader som anges i natverket
nedan. (2p)

b) Vore det béttre att gena &ver fotbollsplanen, vilket motsvarar en bage fran
nod 7 till nod 9 med kostnad 67 Motivera med nodpriser. (1p)

Uppgift 7

En harskare i ett stort land ganska nara det lilla landet bestammer sig for att
paverka valet med hjalp av sin “trollfabrik”, som arbetar med att skicka massor av
osanna inlagg i sociala medier. Harskaren kan dock inte bestdmma sig for vilket
parti, A eller B, som ska missgynnas. Hen formulerar féljande optimeringmodell
for att avgora fragan. Hér ar x; ett matt pa hur mycket resurser som liaggs pa
att missgynna parti A, och x5 ar ett matt pa hur mycket resurser som laggs pa
att missgynna parti B. (Man kan mycket vdl missgynna bada partierna, for att
skapa allmén forvirring.) Malfunktionen &r framtagen i ett av de stora forskarlab
som finns i det stora landet. Man vill minimera f(z) = 2? + 23 — 3z, — 5o,
under bivillkoren x1 + 29 < 3, 0 < 21 < 2 och 0 < x5 < 2. Lo6s problemet med
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Zoutendijks metod. Starta i (0,0). (3p)

Uppgift 8

Nar det ar dags for val, visar det sig att de styrande i kommunen har paborjat ett
antal vigarbeten runt valstation Centrum 7 (ddr manga ur oppositionen bor),
sa det ar ganska svart att ta sig fram. Finn maxflode fran nod 1 till nod 9
(valstationen) i foljande graf med kapaciteter pa bagarna.

Man vill dven veta vilka gator det ar som begransar flodet, eftersom nagot av
vagarbetena skulle kunna goras fardigt innan valet, om man bara koncentrerar
resurserna, sa att bagens kapacitet kunde 0kas. Los problemet med standardme-
tod. Visa varje steg i metoden tydligt. (3p)

Uppgift 9

Fem partitoppar ska delta vid fem olika arrangemang, som gar av stapeln sam-
tidigt. Fragan ar vem som ska ta vilket uppdrag. Olika personer ar olika bra pa
olika uppgifter, beroende pa de personliga egenskaperna véltalighet, principfas-
thet, principloshet, utseende och foklighet. For att finna basta tilldelningen kan
man sétta upp en matris med kostnader (dvs. hur manga roster man kan tédnkas
forlora pa deltagandet) for att lata person i géra uppgift j, och sedan finna tilldel-
ningen som minimerar totalkostnaden. (Rader motsvarar personer och kolumner

uppdrag.)

22 30 2
6 6 7 15
C=|8 78 9 8
75 450
1 256 5

Los problemet med ungerska metoden. Ange optimal l6sning samt malfunktions-
virde. Ange dven dual optimalldsning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)



