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Uppgift 1

Ett litet land planerar att vaccinera sin befolkning mot en p̊ag̊aende pandemi.
Man vill nu göra beställningar p̊a vaccin. Det finns flera producenter i olika
länder som man kan beställa fr̊an, och vaccinen har lite olika egenskaper. Vacci-
nen man överväger kommer fr̊an Ryssland, Tyskland, USA och Kina, och antalet
vaccindoser man ska beställa anges av x1, x2, x3 och x4, i denna ordning. För att
bestämma hur mycket man ska beställa fr̊an varje producent formulerar man
följande LP-modell, där målfunktionen modellerar förväntad nytta för staten
(baserat p̊a vaccinets effektivitet). Det första bivillkoret avser den begränsade
budgeten, det andra möjligheterna till transport (vissa vaccin måste förvaras ex-
tra kallt) och de följande begränsad tillg̊ang.

max z = x1 + 3x2 + 2x3 + x4

d̊a 4x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4 ≤ 50 (1)
2x1 + 2x2 + 4x3 + 5x4 ≤ 40 (2)
x1 ≤ 20 (3)

x2 ≤ 10 (4)
x3 ≤ 50 (5)

x4 ≤ 100 (6)
x1, x2, x3, x4 ≥ 0

a) Lös detta LP-problem med simplexmetoden. Ange optimal primallösning och
duallösning samt målfunktionsvärde. Vilka bivillkor blir aktiva, och vad betyder
det? (3p)

b) Utg̊a fr̊an optimallösningen i uppgift a. Om man kunde öka ett högerled
för n̊agon av bivillkoren lite (antingen genom att ansl̊a mera pengar totalt, eller
förhandla fram ökad tillg̊ang hos n̊agon producent), vilket skulle man tjäna mest
p̊a? Motivera. (1p)

c) Utg̊a fr̊an optimallösningen i uppgift a. England visar sig ha f̊att fram ett
vaccin, med bivillkorskoefficienter 6 och 3 i de tv̊a första bivillkoren. Om man
ska beställa fr̊an dem, måste det ske innan nuvarande handelsavtal slutar gälla,
s̊a det krävs ett snabbt beslut. Vad skulle målfunktionskoefficienten behöva vara
för att lösningen skulle förbättras genom att köpa därifr̊an? (1p)

Uppgift 2

En tjänsteman p̊a en kommun f̊ar följande otacksamma uppdrag. Kommunen har
avsatt en viss summa pengar till testning, information och vaccinering i anledning
av en pandemi. Man måste testa för att veta vilka som har sjukdomen, man måste
informera s̊a att rätt personer testar sig och vaccinerar sig, och man måste utföra
vaccinationen. Fr̊agan är nu hur pengarna ska fördelas p̊a de tre aktiviteterna.
Tjänstemannen ges vissa ramar för pengafördelningen, och vill gärna fatta ett

2



Tentamen 210104 TAOP88, Optimering för Ingenjörer

optimalt beslut, men behöver i s̊a fall en målfunktion. Efter kontakter med
forskare inom medicin och matematik, där hänsyn tagits till hur smittspridning
sker, framträder följande funktion för totala antalet smittade som trolig, där
summan pengar som används till testning betecknas med x1, till information
med x2 och till vaccinering med x3

f(x) = 2(x1−5)2+(x2−4)2+4(x3−10)2 = 2x2

1
+x2

2
+4x2

3
−20x1−8x2−80x3+466

Bivillkoren är total budget, x1 + x2 + x3 ≤ 10, samt angivna ramar, 1 ≤ x1 ≤ 3,
2 ≤ x1 ≤ 5, 3 ≤ x1 ≤ 6.

a) Sätt upp KKT-villkoren för problemet. Kontrollera huruvida n̊agon av punk-
terna (3, 5, 6), (2, 3, 4), (1, 5, 4) eller (2, 2, 6) är KKT-punkt/optimal? (3p)

b) Applicera Lagrangerelaxation genom att relaxera det första bivillkoret. Lös
subproblemet för u = 0, 10, 12 och 15. (Observera att subproblemet är sepa-
rabelt.) Använd lösningarna för att avgöra/gissa var det optimala värdet för u

ligger. Ange erh̊allna övre och undre gränser för det optimala målfunktionsvärdet.
(3p)

c) Man anser att inte satsa maximalt p̊a vaccinering vore politiskt farligt, s̊a man
fixerar x3 = 6. Lös resterande problem, dvs. min f(x) = 2x2

1
+ x2

2
− 20x1 − 8x2

d̊a x1 + x2 ≤ 4, 1 ≤ x1 ≤ 3 och 2 ≤ x1 ≤ 5, med Zoutendijks metod. Starta
i punkten (1, 2). Lös LP-problemen grafiskt. Illustrera varje iterationspunkt
grafiskt. (3p)

Uppgift 3

När vaccineringen ska sätta ig̊ang, st̊ar man inför ett stort transportproblem.
Vaccinet ska transporteras i speciella kylbilar fr̊an flygplatser till sjukhus, och
det bör ske snabbt, s̊a att vaccineringen kommer ig̊ang s̊a snabbt som möjligt. I
följande nätverk är nod 1 och 2 flygplatser dit man förväntar sig f̊a 1000 resp.
2000 doser levererade. Det finns behov av 1500 i nod 4, 1500 i nod 5 och 1000
i nod 6. P̊a b̊agarna st̊ar först kostnaden att transportera en enhet, och sedan
en övre gräns för hur mycket som kan transporteras den vägen. (Dessa data är
angivna i enheter om 500 doser.)
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a) Det hela blir ett obalanserat minkostnadsflödesproblem, dvs. total källstyrka
är mindre än total sänkstyrka. All efterfr̊agan kommer inte att kunna tillgodoses.
Modifiera nätverket s̊a att det blir balanserat, genom att ta hand om underskottet
p̊a ett optimalt sätt, d̊a målet är att minimera kostnaderna och skicka allt man
har. (1p)

b) Transportfirman föresl̊ar att man ska skicka en enhet fr̊an nod 1 direkt till nod
6, och en enhet fr̊an nod 1 via nod 3 till nod 6, samt tv̊a enheter fr̊an nod 2 till
nod 4, och tv̊a enheter fr̊an nod 2 till nod 5. Man p̊ast̊ar att det är det billigaste
sättet att göra transporterna. Verifiera eller motbevisa detta p̊ast̊aende. (2p)

c) Utg̊a fr̊an lösningen i uppgift b. Ett vägarbete har blivit försenat (pga. pan-
demin), s̊a kostnaden p̊a b̊age (2, 5) är 10, inte 7 som man trodde. Ändras
optimallösningen? Om s̊a är fallet, beräkna en ny optimallösning. Jämför kost-
nadsförändringen mellan optimallösningarna med kostnadsförändringen om man
beh̊aller samma lösning. (2p)

d) Man planerar för en framtid där väldigt många doser anländer till flygplat-
serna. Därför vill man veta hur mycket som överhuvudtaget kan skickas fr̊an dessa
till sjukhusen. Gör därför p̊a följande sätt. Betrakta alla b̊agar som dubbelrik-
tade. Inför tv̊a nya noder, en superkälla med b̊agar till nod 1 och 2, med hög ka-
pacitet, och en supersänka, med b̊agar fr̊an nod 4, 5 och 6, alla med hög kapacitet.
Finn sedan maxflöde fr̊an superkällan till supersänkan. Använd ovanst̊aende
nätverk och de kapaciteter som anges. (Dock ej den angivna startlösningen.) Man
är ocks̊a intresserad av minsnittet, dvs. vilka b̊agar som begränsar maxflödet. Lös
problemet med standardmetod. Visa varje steg i metoden tydligt. Ange minsnitt.
Ge ett välmotiverat förslag p̊a vilken väg man borde öka kapaciteten p̊a. (3p)
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Uppgift 4

Man funderar p̊a hur vaccinationen ska ske i praktiken. Man vill inrätta speciella
vaccinationsstationer, men ska de ligga vid v̊ardcentraler eller vid sjukhus? L̊at
x1 ange hur många vaccinationsstationer man inrättar vid v̊ardcentraler och x2

hur många vaccinationsstationer man inrättar vid sjukhus. De tv̊a typerna av
stationerna f̊ar olika kapacitet och kostnad. Man vill maximera total kapacitet
under bivillkoret att kostnaden inte överstiger den budgeterade, vilket leder till
följande linjära heltalsproblem.

max z = 10x1 + 15x2

d̊a 7x1 + 9x2 ≤ 19
x1, x2 ≥ 0, heltal

Lös problemet med Land-Doig-Dakins metod. LP-problem f̊ar lösas grafiskt.
(3p)

Uppgift 5

En oerhört smittsam pandemi drabbar en ort. Man räknar med att alla som blir
utsatta för viruset kommer att själva bli smittsamma efter en inkubationstid p̊a
minst tv̊a dagar. En del blir mycket sjuka, andra märker det knappt, men alla
smittar vidare. En smittkedja sker allts̊a p̊a följande sätt. Person 1, smittad,
träffar person 2, ej smittad, och smittar denne. Efter tv̊a dagar blir person 2
smittsam, träffar person 3, som smittas, och kan föra smittan vidare tv̊a dagar
senare.

En forskare kommer p̊a att detta kan åsk̊adliggöras med hjälp av en riktad graf där
att möte mellan en smittsam person och en osmittad representeras av en b̊age som
g̊ar fr̊an den smittsamma till den osmittade. P̊a b̊agen kan man som “kostnad”
ha tiden det tar att utveckla smittsamhet. Om tv̊a smittsamma personer träffar
en osmittad, blir ju personen smittad vid första tillfället. Detta gör att man kan
se det som att smittan helt enkelt följer billigaste väg framåt i grafen.

Man har i efterhand konstruerat följande graf i ett försök att rekonstruera hur
smittan spreds. I början är enbart personen som motsvaras av nod 1 smittad.
B̊agkostnaderna är uppskattad inkubationstid. Använd lämplig metod för att
avgöra när de olika personerna blev smittade/smittsamma och av vem. Beskriv
stegen i metoden noggrant. Ange vid vilken tidpunkt alla i orten är smittade.
(3p)
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Uppgift 6

Fotbollslaget p̊a den lilla orten Åtsmalaberg f̊ar sina första fall av en aktuell
pandemi, samtidigt som man f̊ar chansen att via kvalspel g̊a upp till en högre
division. Man försöker skjuta upp matchen, men riksförbundet säger nej, eftersom
man bara har fem månader p̊a sig att sköta det administrativa med att flytta upp
ett lag till högre division. Laget vill inte lämna walkover, utan bestämmer sig för
att snabbt som ögat rekrytera n̊agra nya spelare. Man hittar fyra kandidater, men
har en mycket begränsad budget, och vissa andra begränsningar beroende p̊a de
olika spelarnas skicklighetsprofil. Man sätter upp följande optimeringsproblem,
där xj = 1 om man väljer att rekrytera spelare j. Målfunktionen är att maximera
förväntad sannolikhet att vinna kvalet.

max z = 10x1 + 7x2 + 11x3 + 5x4

d̊a 3x1 + 2x2 + 4x3 + 2x4 ≤ 5 (1)
5x1 + 4x2 + 5x3 + 3x4 ≤ 9 (2)
3x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 4 (3)

3x2 + 3x3 + 2x4 ≤ 5 (4)
x1, x2, x3, x4 ∈ {0, 1}

Lös problemet med Balas metod. Förgrena över den första ofixerade variabeln.
(3p)

Uppgift 7

I en stad l̊angt borta p̊a en fjärran kontinent har man infört uteg̊angsförbud
pga. en pandemi. Dryga böter väntar den som bryter mot förbudet. En ensam
poliskonstapel har satts att se till att uteg̊angsförbudet efterföljs. Han har f̊att
order om att genomsöka varje gata i staden p̊a jakt efter syndare. Gatunätet
visas i följande graf, där nod 1 är polisstationen. P̊a varje b̊age i grafen st̊ar tiden
det tar att undersöka den, dvs. för konstapeln att g̊a längs med den. Konstapeln
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vill bli färdig s̊a tidigt som möjligt.
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Vilket optimeringsproblem blir detta? Finn en optimallösning till problemet.
Beskriv stegen i metoden noggrant. Ange rundtur och total tid. Vilka gator
kommer att passeras mer än en g̊ang? (3p)

Uppgift 8

Farmor måste göra n̊agra ärenden, under p̊ag̊aende pandemi. Hon tillhör flera
riskgrupper, men har överlevt värre saker än detta, anser hon. Hon ska g̊a till
optikern, apoteket, telebutiken mm. Fr̊agan är vilken väg hon ska ta. I vanliga
fall hade hon tagit den närmaste vägen, men nu är det mer smittorisk p̊a vissa
platser än andra, och s̊adant måste man ju ta hänsyn till. S̊a hon plockar fram
sina ur̊aldriga optimeringskunskaper och ritar en graf över möjliga vägar, där nod
1 är hemmet. B̊agkostnaderna baserar hon p̊a avst̊and, men ocks̊a p̊a smittorisk.
Noderna är de platser hon ska besöka, och hon vill givetvis avsluta turen hemma.
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Vilket känt optimeringsproblem är det att finns den bästa rundturen? Finn en
bra lösning med en känd heuristik. Finn även en undre gräns för det optimala
målfunktionsvärdet genom att lösa en relaxation av problemet. Ange hur l̊angt
ifr̊an optimum den erh̊alla lösningen i värsta fall är. Formulera ett linjärt bivillkor
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som skär bort optimallösningen till relaxationen, men ingen till̊aten rundtur. (3p)

Uppgift 9

En andra v̊ag av en pandemi drabbar staden samtidigt som sjukv̊ardspersonalen
börjar återhämta sig fr̊an slitet under den första v̊agen. Man inser att vissa per-
soner trots allt måste f̊a sin uppskjutna semester, annars kanske de inte orkar,
utan blir sjukskrivna. Speciellt tittar man p̊a fem sjuksköterskor som måste f̊a
en veckas semester var. Fr̊agan är bara vilken vecka varje person ska ha. Man
bestämmer att en person ska ha semester i taget, och att man under fem veckor
f̊ar klara sig med en person mindre. Man antar att de fem veckorna kommer
att innebära olika stadier i förloppet, först anstormning av lindrigt sjuka, sedan
urskiljning av vilka som blir allvarligt sjuka, l̊angsamt ökande belastning p̊a inten-
sivv̊arden, osv. Detta betyder att sjuksköterskornas olika kompetens kommer att
betyda olika mycket de olika veckorna. I nedanst̊aende matris har man uppskattat
“kostnaden” för sjukhuset att ha varje person (rad) borta varje vecka (kolumn),
och man vill givetvis finna den tillordning som minimerar totalkostnaden.

C =













9 7 15 18 15
8 8 17 19 14
8 9 16 19 14
9 5 14 17 15
7 6 15 18 15













a) Lös problemet med lämplig metod. Ange optimal lösning samt målfunktions-
värde. Ange även dual optimallösning och kontrollera starka dualsatsen. (2p)

b) Man inser att pandemin inte förflyter som planerat, utan blir värre, s̊a alla
kostnader vecka 4 ökas med 5 och alla kostnader vecka 5 ökas med 10. Dessutom
börjar sköterska 1 uppvisa tecken p̊a trötthetssyndrom, s̊a alla kostnader i rad 1
ökas med 4. Kommer detta att förändra den primala optimallösningen? I s̊a fall
hur? Kommer detta att förändra den duala optimallösningen? I s̊a fall hur? (Lös
inte om.) (1p)
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