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Uppgift 1

De styrande i Lillkoping planerar en helt ny stadsdel, “Balla staden”. Man tanker
sig att prova nya grepp och metoder, och inte vara sa bunden av traditioner.
Det ska bli kul, helt enkelt. (“Ballt” som ett édldre kommunalrad hidvdade att
det kallades nar han var ung, och hans position gjorde att ingen vagar séga
emot honom. En skidakningsintresserad kollega foreslog “Vallastaden”, men det
forslaget rostades ner.)

Den forsta uppgiften ar att bestdmma hur stort omradet ska vara for den nya
bebyggelsen. Man ténker sig ett rektanguléart omrade, och ett av hornen ar fixerat
vid en redan existerande vigkorsning. Man later x; och o beteckna lingden pa
sidorna av rektangeln, lampligt skalade. Som bivillkor har man bara 0 < x; < 3,
0 <z9 <5 och x; 4+ 225 < 10, p.g.a. hinder i naturen.

Malfunktionen visar sig vara besvarlig. Forst tankte man sig att bara maximera
ytan av rektangeln, for att maximera intakterna, men sedan visade det sig att
kostnaderna varierade mer. I omradet slingrar sig en liten a fram, och den medfor
extra kostnader. Dessutom finns det andra platser dar man maste spréanga bort
sten. Efter mycket funderande kom man fram till att man vill minimera foljande
funktion. f(z) = 22% + 423 — 24z — 8

a) Satt upp KKT-villkoren for problemet. Kontrollera huruvida nagon av horn-
punkterna (0, 5), (3, 0) eller (3, 3.5) (men inte origo av naturliga skél) ar KKT-
punkt/optimal? (3p)

b) Los problemet med Zoutendijks metod. Starta i punkten (1, 1). Los LP-
problemen grafiskt. Illustrera varje iterationspunkt grafiskt. (3p)

c) Applicera Lagrangerelaxation genom att relaxera det enda bivillkoret som
innehaller bada variablerna. L&s subproblemet for uw = 2 och 3. (Observera
att subproblemet &r separabelt.) Anvénd losningarna for att avgoéra/gissa var
det optimala vardet for u ligger. Ange erhallna 6vre och undre granser for det
optimala malfunktionsvirdet. (Det ar inte tillatet att anvdnda information fran
l6sningarna i uppgift a eller b.) (2p)

Uppgift 2

Nasta steg i planeringsprocessen ar att bestamma fordelningen av storlekar pa
bostdderna. Lat x; ange antalet ettor i omradet, xs antalet tvaor, x3 antalet
treor och x, antalet bostader med fyra rum eller fler. Man formulerar foljande
linjara modell for att finna den basta losningen.
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max z = 5r1 + 4xy 4+ 3z3 + 4dxy
r3 + 2z4 < 100 (3)
x1, To, T3, Ty > 0

Malfunktionen avser att maximera vinsten. Bivillkoren bygger pa begransningar
i utrymme och material, men ocksa pa énskemal fran kommunen hur man skulle
vilja ha fordelningen. Man vill garna ha ett blandat boende, med olika typer
maéanniskor. Inte bara studenter i sma ettor, eller bara barnfamiljer i stora villor

a) Los detta LP-problem med simplexmetoden. Ange optimal primalldsning och
duallésning samt malfunktionsvérde. Ar optimalldsningen unik? Vilka bivillkor
blir aktiva, och vad betyder det? Tycker du att man lyckas med malsattningen
att fa ett blandat boende? (3p)

b) Utga fran optimalldsningen i uppgift a. Om man kunde 6ka ett hogerled for
nagon av bivillkoren lite, vilket skulle man tjéna mest pa? Motivera. (1p)

c) Utga fran optimalldsningen i uppgift a. Man vill specialplanera for for lyxiga
taklagenheter, och infor darfor en egen variabel for denna bostadstyp. Bivillko-
rskoefficienter blir 6 i forsta bivillkoret, 0 i andra och 2 i det sista bivillkoren. Vad
skulle malfunktionskoefficienten behova vara for att 16sningen skulle forbattras
genom att bygga nagra sadana? (1p)

Uppgift 3

Man funderar ocksa over blandningen av hustyper. Man vill till exempel inte
bara ha manga stora likadana hoghus, eftersom sadant tenderar till att ge otrygga
boendemiljoer med tiden. Man vill heller inte ha rena villaomraden, for sadana
har man tillrackligt av redan. Man delar upp hustyperna i tva kategorier, och later
x1 beteckna antalet “sma” hus, med hogst fyra lagenheter och hogst tva vaningar,
och x, antalet storre hus (alla andra). Man far f6ljande linjara heltalsproblem.

max z = 3x;+ 21,
Ty — 2232 S 0
—233'1 + X2 < 0

1,9 > 0, heltal

Los problemet med Land-Doig-Dakins metod. LP-problem far 16sas grafiskt.
(3p)



Tentamen 211027 TAOPSS, Optimering for Ingenjorer

Uppgift 4

Nu ar det dags att planera gatorna i Balla staden. Nedanstaende nétverk anger
gator som kan byggas. (Alla vigar kan anvéndas i bada riktningarna.) Pa varje
vaglank star kostnaden for att bygga den (i miljoner).

a) Vid en forsta planering vill man bara bygga végar sa att omradet blir sam-
manhangande, dvs. sa att man pa nagot satt kan ta sig fran vilken nod som helst
till vilken annan nod som helst. Man vill givetvis minimera kostnaden. Vilket
optimeringsproblem &r detta? Los det (med vélvald metod). (2p)

b) Det blir lite langt att ga mellan vissa punkter i l6sningen i uppgift a. Det vore
trevligare, tycker man, om det fanns en rundtur som passerade varje nod, sa att
man kan komma till valfri nod genom att bara kora runt. Vilket optimeringsprob-
lem ar det att finna vilka vagar som ska byggas for att fa en billigaste sadan
rundtur? Finn en tillaten 16sning (med valfri heuristik). Finn en optimistisk
uppskattning av kostnaden for den optimala turen med hjélp av en relaxation av
problemet. Ange 6vre och undre gréns pa det optimala malfunktionsvérdet. (3p)

c) Pa vintern maste man ploga bort snén fran gatorna. Vilket optimeringsprob-
lem ar det att finna en billigaste rundtur som passerar varje gata minst en gang?
Detta problem kan vara lattare for vissa typer av grafer och svarare for andra.
Det finns tre mojliga grafer man kan behova 16sa problemet i:

1. Grafen som fas av l6sningen i uppgift a.

2. Grafen som fas av 16sningen i uppgift b.

3. Grafen som fas om alla méjliga gator byggs.

Los problemet i graf 3. Tiden det tar att kora en lank ar proportionell mot
kostnaden i grafen. Beskriv stegen i metoden noggrant. Ange rundtur och total
tid. Vilka gator kommer att passeras mer &n en gang? Diskutera om det blir
lattare eller svarare att 16sa problemet i graf 1 och 2. (4p)
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Uppgift 5

Man funderar over avloppssystemet i Balla staden. Det ska vara ett system av ror
under marken som forbinder avloppen i husen med det allmédnna avloppssystemet.
Det &r bokigt att andra detta i efterhand, sa man vill géarna konstruera det pa ett
bra sitt fran borjan. For att inte raka ut for otrevliga 6verraskningar inne i de nya
husen, ar roren utrustade med backventiler, som ska forhindra att avloppsvatten
gar at fel hall. Darfor maste roren ses som riktade.

Man borjar med att rdkna antal enheter av avloppsvatten som varje hus ger up-
phov till, och som ska skickas vidare. Man satter darefter upp ett potentiellt
natverk med avloppsledningar, dar kostnaderna motsvarar byggnad och installa-
tion av varje lank. Den kapacitet som anges i natverket ar den maximala som
kan installeras. Nar man har raknat ut den basta losningen, kommer man bara
att installera den kapacitet som behovs. Darfor ar kostnaderna linjara i flodet,
som motsvarar installerad kapacitet.

15,7,2

Mangden avloppsvatten som genereras ar 6 i nod 1, 2 i nod 2, 3 i nod 3, 1 i nod
5, 21inod 6, 31nod 7 och 2inod 8. Nod 4 ar anslutningen till det allmanna
avloppssystemet, och blir darfor en sianka av styrka 19.

a) Man har genom manuell planering kommit fram till att det flode som anges
i ndtverket ovan ar det optimala. Verifiera eller motbevisa optimalitet av denna
16sning. (2p)

b) Utga fran lésningen i uppgift a. Det visar sig att det redan finns forberett
for ett ror fran nod 5 till nod 7, sa man kan installera detta ror till den laga
kostnaden av 1 per enhet. Andras optimallosningen? Om sé ar fallet, berikna en
ny optimallosning. Jamfor kostnadsforandringen mellan optimallosningarna med
den information som ges av reducerad kostnad och flédesférandring. (2p)

c) Man inser att det ibland regnar valdigt mycket, mer &n normalt, och vill déarfor
veta hur mycket som maximalt kan transporteras bort fran husen till avloppssys-
temet. Lutningen pa marken gor att det framst kommer att dyka upp regnvatten
i noderna 1, 2 och 7. Infér darfor en superkéilla med bagar till noderna 1, 2
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och 7, med kapacitet 100. (Ta inte med nya bagen fran uppgift b.) Ta bort
allt flode. Finn darefter maximalt flode fran superkéllan till nod 4. Man ar
ocksa intresserad av vilka bagar som begransar maxflodet. Los problemet med
standardmetod. Visa varje steg i metoden tydligt. Ange minsnitt. (3p)

Uppgift 6

Man vill inte ha sa manga bilar inne i Balla staden, utan planerar ett stort garage
i utkanten. For att det ska fungera, dvs. for att folk verkligen ska anvénd garaget,
kravs det att promenadvégen fran garaget till bostaderna inte ar for lang. Darfor
satter man upp foljande graf dar nod 1 ar planerad plats for garaget, och alla
andra noder ar ingangar till bostadshus. Bagarna ar mojliga gangvagar.

Man tittar pa en situation, namligen nar folk ska ga fran garaget till sin bostad.
(Nar folk ska aka ivdg, blir det ju likadant, fast tvartom.) Darfor kan man arbeta
med riktade bagar, eftersom man vet at vilket hall folk gar. Bagkostnaderna
motsvarar gangtid i minuter.

a) Forst vill man veta hur lang tid det tar for varje person att komma hem, dvs.
att ga fran garaget till sin hemnod. Man forutsatter att varje person gar kor-
taste vagen. Finn denna information med standardmetod. Vad blir den langsta
promenadtiden fér nagon boende? (3p)

b) Skulle man forbéttra laget for nagon boende om man inférde mojlighet att ga
fran nod 7 till nod 9 pa tiden 1 (tvérs dver en grasmatta)? Skulle den maximala
tiden minskas? (Los inte om problemet.) (1p)

Uppgift 7

Man har skrivit kontrakt med fem olika byggfirmor, men inte specificerat vilken
del av Balla staden varje firma ska bygga. Man har delat upp den blivande staden i
fem delar, som ska ha olika typer av bebyggelse, och man inser att byggfirmorna
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ar olika bra pa olika saker, och darfor tar olika betalt. Varje firma ska fa ett
omrade som sitt ansvar. (Och varje omrade ska bebyggas av en firma.) Man
har gjort en kostnadsmatris for vad det skulle kosta att lata varje firma bebygga
varje omrade. Rader motsvarar firmor och kolumner olika delar av omradet. Som
vanligt vill man ha den 16sning som minimerar kostnaden.
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a) Los problemet med lamplig metod. Ange optimal 16sning samt malfunktions-
véirde. Ange dven dual optimallésning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)

b) Det ar mycket vanligt i byggbranschen att saker blir dyrare &n planerat. Antag
att alla kostnader for firma 1 6kas med 2, alla kostnader for firma 2 ¢kas med 3,
alla kostnader for firma 3 okas med 2, alla kostnader for firma 4 ar oférandrade
och alla kostnader for firma 5 okas med 1.

Kommer detta att fordndra den primala optimallosningen? I sa fall hur? Kommer
detta att forandra den duala optimallosningen? I sa fall hur? (Los inte om.) (1p)



