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Tentamen 220104 TAOPSS, Optimering for Ingenjorer

Uppgift 1

Luddkoping ska anordna sin traditionella julmarknad, med férsaljning av diverse
pryttlar i stand pa torget, och andra roliga arrangemang. I ar blir det dock lite
annorlunda, eftersom man befinner sig i efterdyningarna av en pandemi, vilket
innebar vissa inskriankningar. Antingen ser man till att hogst 20 personer ar pa
torget samtidigt, eller ocksa méaste man krava intyg pa vaccination eller nyligt
tillfrisknande fran aktuell akomma for att slappa in personer. I bada fallen kravs
ett ovidlkommet staket runt torget, for att hindra obehoriga att komma dit.

Det forsta fragan ar dock om man 6verhuvudtaget ska ha en julmarknad. Ett
alternativ ar helt enkelt att stélla in allt. Man har ocksa flera kringarragemang
som antingen ska genomforas eller stéllas in.

Ett ar Tomteruset, ett loplopp dér alla deltagare maste vara utkladda till tomtar,
med 16sskégg och tomteluva som obligatoriska delar. Deltagarna far vara i olika
aldrar, och ska springa sa manga varv som mojligt pa en timme pa en utstakad
bana. Alla deltagare far en medalj.

Ett annat dr Tomtetaget, som ar en rod traktor, kord av en lokal bonde med
tomteluva, med ett par vagnar som folk kan aka med i. Tomtetaget gar fran den
stora bilparkeringen till torget, och tillbaka.

Man sétter upp ett optimeringsproblem med foljande variabeldefinitioner:

x1 = 1 om julmarknaden genomférs, 0 om inte.

x9 = 1 om Tomteruset genomfors, 0 om inte.

x3 = 1 om Tomtetaget kors, 0 om inte.

x4 = 1 om ett staket runt torget stéills upp, 0 om inte.

x5 = 1 om alla géster ska visa intyg, 0 om inte.

x¢ = 1 om en begrasning pa 20 besokare infors, 0 om inte.

r7 =1 om en (tidigare) kdnd artist anlitas som konferencier, 0 om inte.

rg = 1 om den lokala dansklassen ska upptrada pa en scen pa torget, 0 om inte.
T9g = 1 om en scen inrdttas pa torget, 0 om inte.

Variablerna paverkar varandra via bivillkor. Om julmarknaden inte genomfors,
ska inget annat genomféras. Om julmarknaden genomfors, kréavs staket samt
antingen intyg eller begrasning av antalet besokare. Man kraver att Tomteruset
och/eller dansen genomfors, om det ska vara nadgon julmarknad. Om dansklassen
ska upptrada, kravs det en scen. Om dansklassen ska upptriada eller Tomteruset
genomfors, behovs en konferencier, annars inte. Om man begransar antalet
besokare till 20, vill man inte ha en konferencier. Man vill inte kora tomtetaget om
man inte har fler dn 20 besokare. Eftersom deltagarna i Tomteruset riknas som
besokare, kan man inte genomfora det, om man begransar antalet besokare till 20.
Scenen pa torget skulle ta upp plats som behévs for malgangen av Tomteruset,
sa hogst en av dessa aktiviteter kan genomforas.
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Varje aktivitet innebédr kostnader, vilka listas nedan (med samma index som
aktiviteten). Vinst anges som negativ kostnad.
C1:—10,02:2,03:2,0422,0521,06:1707:3,08:0709:1.

a) Satt upp en linjar optimeringsmodell med binédra variabler for att finna den
plan som minimerar kostnaden. (2p)

b) Los problemet med Balas metod. Forgrena 6ver den forsta ofixerade variabeln.
Ange optimallosning i ord. Ledning: Origo ar en tillaten 16sning. (3p)

Uppgift 2

Om Tomteruset ska anordnas, kriavs en lamplig bana. Det ska vara en rundtur
som startar och slutar pa torget. Stadens affidrsinnehavare vill alla att banan ska
ga forbi deras affar, sa att de kan fa lite reklam. I grafen nedan ar nod 1 torget,
och de andra noderna ar affarer som ska passeras, dvs. alla noder ska inga en
gang i rundturen. For att fa med sa manga deltagare som mojligt, vill man gora
rundturen sa kort som mojligt, sa dven otrdnade Luddkdpingsbor ska kénna sig
valkomna. Pa bagarna i grafen anges avstandet.

Vilket optimeringsproblem ar det att finna den basta banstrédckningen? Finn
en tillaten 16sning (med valfri heuristik). Finn en optimistisk uppskattning av
kostnaden for den optimala turen med hjilp av en relaxation av problemet. Ange
ovre och undre grans pa det optimala malfunktionsvardet. (3p)

Uppgift 3

Ett vagarbete gor att Tomtetaget inte kan kora sin vanliga vig melllan torget,
nod 1, och parkeringen, nod 9, i féljande graf med avstand pa bagarna. Stadens
trafikpolis, P. Isman, papekar att alla de beroérda gatorna ér enkelriktade, vilket
anges i foljande graf. Finn kortaste véig fran nod 1 till 9, samt kortaste vag fran
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nod 9 till nod 1. (3p)

Uppgift 4

Tanken vacks att inte anvanda hela torget till julmarknaden, utan bara en del
av det. Det skulle innebar att man kan spara in lite pa staketkostnaden, men
ocksa att intdkterna minskar. Om man anvander en rektangel med sidorna x; och
Zo, sa bedéomer man att kostnaden minus vinsten kommer att ges av funktionen
f(x) =2(x1 — 3)% + (vg — 4)* = 223 + 23 — 122, — 8y + 34, och ska minimeras.

Som bivillkor har man att 0 < z; < 3 och 0 < x5 < 4 (torgets storlek) samt
2xq + 2x9 < 10 (staketets totala langd).

a) Hornpunkterna i det tillitna omradet &r (0, 4), (1, 4), (3, 2), (3, 0) samt
(0, 0). Forklara med praktiska argument varfor vissa av dessa hornpunkter &r
ointressanta, och kontrollera optimalitet for de aterstaende med hjalp av KKT-
villkoren. (3p)

b) Los problemet med Zoutendijks metod. Starta i punkten (0, 0). Los LP-
problemen grafiskt. Illustrera varje iterationspunkt grafiskt. (3p)

c) Applicera Lagrangerelaxation genom att relaxera det enda bivillkoret som
innehaller bada variablerna. Los subproblemet for u = 0, 1 och 2. (Observera att
subproblemet &r separabelt.) Anvénd losningarna for att avgora/gissa var det
optimala vardet for u ligger. Ange basta erhallna 6vre och undre granser for det
optimala malfunktionsvardet. (Det ar inte tillatet att anvinda information fran
losningarna i uppgift a eller b.) (3p)

d) Man funderar pa att infora en begransning pa ytan som upplates till julmark-
naden, vilket kan formuleras som bivillkoret z;2o < 6. Antag att man infor
detta bivillkor och 16ser om problemet enligt uppgift a, b och ¢. Hur paverkas
metoderna samt de slutsatser man kan dra av 1osningarna? (Los inget, utan svara
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principiellt.) (1p)

Uppgift 5

Luddkoping tillhandahaller och monterar upp standen déar knallarna ska sélja
sina varor. Det finns tva olika format pa standen, ett storre och ett mindre. Man
funderar nu pa hur manga man ska anvanda av varje sort. De storre standen
ger mer intdkt, men tar mer plats. Det tillgingliga antalet av de bada sorterna
ar ocksa begransat. Optimeringsproblemet att finna den tillatna l6sning som ger
mest intdkt kan formuleras som foljer. Los problemet med Land-Doig-Dakins
metod. LP-problem far lésas grafiskt. (3p)

max z = 4z + 32
0<x <3,0<1x9 <4, heltal

Uppgift 6

Att halla en julmarknad med krav pa intyg eller begransning pa antal bestkare
kraver att en person avdelas till att kontrollera detta. Fem aldre herrar i klubben
Tigers stéller upp pa ett entimmespass var, vilket téacker de fem timmarna mark-
naden héller pa. De har dock olika 6énskemal om vilka tider som &r bast. Foljande
matris anger “kostnaden” for varje person att ta varje pass. Man vill alltsa fordela
personerna sa att varje pass har en kontrollant, och sa att alla blir sa néjda som
mojligt, dvs. sa att totalkostnaden minimeras. Rader motsvarar personer och
kolumner olika pass.

10 12 13 18 15
11 14 12 12 10
C=1] 10 19 10 20 18
9 16 14 17 20
12 17 15 18 15

Los problemet med ldmplig metod. Ange optimal 16sning samt malfunktions-
viarde. Ange dven dual optimallosning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)

Uppgift 7

Faster Bellatrix ska baka kakor och sélja pa julmarknaden. Hon kan gora bruna
pepparkakor, gula saffranskatter och roda kolakakor (med rod karamellfarg). Fragan
ar bara hur manga hon ska gora av varje sort. Det finns begrédnsningar i hur
mycket hon kan sélja, och begrinsade méngder av vissa nodvandiga ravaror.
Déarfor formulerar hon foljande linjara optimeringsmodell, dér z; anger antal
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pepparkakor, zo antal saffranskatter och x3 antal kolakakor.

max z = 4dxy 4+ bdrs + 2x3
da Sr; + 4dxy + 2x3 < 100 (1)
2&71 + 35172 + 2$3 < 20 (2)
2ZE1 + 2.%‘2 + 21’3 S 22 (3)
T, T, r3 =2 0

Malfunktionen avser att maximera vinsten. Bivillkor 1 kommer fran en uppskatt-
ning av efterfragan, medan de andra bivillkoren star for tre ravaror, namligen
mjol, socker och smor.

a) Los detta LP-problem med simplexmetoden. Ange optimal primallésning och
duallosning samt malfunktionsvirde. Ar optimallésningen unik? Vilka bivillkor
blir aktiva, och vad betyder det? (3p)

b) Utga fran optimallosningen i uppgift a. Bellatrix funderar pa att ta med
grona marsipangrisar (med gron karamellfarg). Darfor infor hon en ny variabel
for detta. Bivillkorskoefficienter blir 3 i forsta bivillkoret, 1 i andra och 2 i det
tredje och 0 i det fjarde bivillkoret. Vad skulle malfunktionskoefficienten behdva
vara for att 1osningen skulle forbéttras genom att tillverka nagra sadana? (1p)

Uppgift 8

Dagarna fore julmarknaden kommer ett ordentligt snofall, men sedan blir det
plusgrader, sa gatorna blir fulla av snoblask. Man vill snabbt ploga bort allt
snoblask fran vissa gator, sa att besokarna inte blir bléta om fétterna.

Grafen i uppgift 2 visar de gator som ska plogas, men gata (2,3) och (7,8) behover
inte plogas. Pa bagarna star den tid det tar att ploga lanken. Finn den kortaste
rundtur for en snoplog som rengor alla gator. Vilket optimeringsproblem ar
detta? Beskriv stegen i metoden noggrant. Ange rundtur och total tid. Vilka
gator kommer att passeras mer dn en gang? (3p)

Uppgift 9

Firma Toppijul ska séilja chokladtoppar pa julmarknaden. Det &r dock vissa prob-
lem med produktionen, eftersom det dr ont om vissa ravaror. Man vet inte om
det beror pa den avklingande pandemin, eller pa en valdigt stor bat som fastnat
i en smal kanal, eller nat annat. Men faktum kvarstar, lagren av chokladtoppar
ar mindre an de hade varit. Det kravs planering.

Toppijul har tre marknader man vill sédlja toppar pa, och tre lager med toppar.
I nedanstaende natverk ar nod 1, 2 och 3 lagren med 10, 15 och 20 kartonger av

6
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toppar, och nod 4, 5 och 6 ar platserna dar man ska silja toppar pa marknader.
Man tror att man kan sédlja 15 kartonger pa varje marknad.

Aven méijligheterna till transporter dr sdmre dn vanligt. I grafen anger bagarna
mojliga transportvéigar, markta med enhetkostnad och 6vre grans for antal kar-
tonger.

VD Bertil pa Toppijul har gjort en transportplan som han tror &r optimal. Prak-
tikant Jesper tror dock att det gar att hitta en battre 16sning. Om han lyckas,
blir han befordrad. Annars far han sparken.

a) Jesper upptécker att Bertil har gjort ett slarvfel. Bage (3,6) ska kosta 12,
inte 5, som Bertil har raknat med. Utga fran Bertils 16sning, och hjélp Jesper
att finna en béttre och optimal 16sning. Motivera noggrant. Hur gar det med
karriaren for Jesper? (3p)

b) Det finns en viss chans att produktionen i nod 2 kan komma igang ordentligt.
Hur mycket skulle man som mest kunna skicka fran nod 2 till nod 67 (Starta med
flode noll i alla bagar.) Man &r ocksa intresserad av vilka bagar som begrinsar
maxflodet. Los problemet med standardmetod. Visa varje steg i metoden tydligt.
Ange minsnitt. (3p)



