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Tentamen 230825 TAOPSS, Optimering for Ingenjorer

Uppgift 1

Pjotr har kopt ett gammalt torp ute i skogen. Dar finns flera buskar med roda
och svarta vinbar, samt massor av smultron och hallon. Han upptacker att roda
och svarta vinbar, smultron och hallon ar extrema farskvaror. Han vill garna
silja dem pa en narbeldgen marknad, men inser att de maste vara nyplockade.
Marknaden ager rum en gang i veckan under sensommaren, och Pjotr funderar
pa hur mycket han ska plocka infér en marknad. Han ldgger allt han skordar i
sma pasar av samma storlek. Det blir mycket plockande med smapasar, sa han
bestammer sig for att sdlja flerpack av pasar. Han tanker sig att gora tre olika
flerpack med foljande innehall.

De tre blandningarna han tanker sig ér foljande:

1. 3 pasar roda vinbar, 3 pasar svarta vinbar, 2 pasar smultron.

2. 2 pasar roda vinbér, 2 pasar svarta vinbér, 2 pasar smultron, 2 pasar hallon.
3. 1 pase roda vinbar, 3 pasar smultron, 1 pase smultron, 3 pasar hallon.

Denna gang har skorden réackt till 12 pasar roda vinbar, 18 pasar svarta vinbér,
6 pasar smultron och 10 pasar hallon.

Fragan ar hur manga av varje flerpack han ska géra. Han formulerar foljande
linjara optimeringsmodell, dar x; anger antal flerpack av sort j. Malfunktionen
ar forvantad vinst. Han antar att efterfragan ar obegransad. Han vet att han
inte sdkert kommer att fa en heltalig l6sning, men accepterar det. Han ténker
forsoka realisera delar av flerpack genom att gora nagra lite mindre.

max z = 4r; + bxy + Ox3
3r1 + 2x9 + 323 < 18 (2)
201 + 229 + a3 < 6 (3)
20y + 3z3 < 10 (4)
x1, T, r3 > 0

a) Los detta LP-problem med simplexmetoden. Ange optimal primallésning
(&ven i ord) och duallgsning samt malfunktionsvérde. Ar optimallésningen unik?
Vilka bivillkor blir aktiva, och vad betyder det? (3p)

b) Utga fran optimallosningen i uppgift a. Om Pjotr kunde skérda lite mer av
nagon béarsort, vilket skulle han tjana mest pa? Motivera. (1p)

c) Utga fran optimallosningen i uppgift a. Skulle en fjérde sorts flerpack, med
4 pasar roda vinbar och 4 pasar svarta vinbar, med forvantad vinst 3, forbéattra
16sningen? Motivera. (1p)

d) Utga fran optimallosningen i uppgift a. Vad skulle en femte sorts flerpack,
med 4 pasar smultron och 4 pasar hallon, behéva ha for forvantad vinst for att
den skulle férbéttra l6sningen? Motivera. (1p)
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Uppgift 2

Pjotr har en granne, Vlad, som har en stor gard. Vlad odlar allt méjligt, och séljer
pa samma marknader som Pjotr, och Vlad boérjar se Pjotr som en konkurrent.
Vlad har samarbetat med flera mindre gardar, men nu har flera blivit missnojda
med arrangemanget, och avslutat samarbetet med Vlad. Istallet borjar de samar-
beta med Pjotr. Man borjar salja sina varor till flera stéallen. En viss vecka stalls
de infor foljande transportproblem. Varorna finns pa gardarna i nod 1 och 2 och
ska forslas till marknaderna i nod 3, 4 och 5.

Detta ska goras med tag och/eller buss. Noderna 6 och 7 motsvarar omlastning
mellan tag och buss. Pa bagarna anges kostnad per paket, samt en 6vre grans for
hur manga paket som kan skickas den vigen. (Bade buss och tag har begrinsat
lastutrymme.)

I nod 1 finns 6 paket och i nod 2 5 paket. Man vill fa 3 paket till nod 3, 3 paket
till nod 4 och 5 paket till nod 5.

Pa bagarna anges ocksa ett foreslaget sétt att skicka paketen.

a) Kontrollera om 16sningen som anges i natverket ar optimal. Om inte, finn en
optimal 16sning med simplexmetoden for néatverk. (2p)

b) Ett avtal med en transportor méojliggor att kostnaden pa bage (6,4) sénks fran
8 till 2. Berakna nytt optimal flode. Hur mycket sanks den totala kostnaden?
Starta fran optimallésningen i uppgift a. (2p)

c) Det finns mojligheter att odla mycket mer i nod 1. Hur mycket skulle man max-
imalt kunna transportera fran nod 1 till nod 57 Vilka bagar begransar maxflodet?
Los problemet med standardmetod. (Starta med flode noll i alla bagar.) Visa
varje steg i metoden tydligt. (3p)
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Uppgift 3

Pjotr inser att han inte kommer att kunna salja alla sina bar farska. Darfor
planerar han att gora sylt. Speciellt tdnker han sig en vinbérssylt, med bade
roda och svart vinbar. Den stora fragan ér dock hur mycket blandningen ska
innehalla av varje sort. Han later z; vara andelen roda vinbar och z, andelen
svarta vinbar.

Pjotr gor experiment for att se vad som ar godast, och kommer fram till att
smaken kan modelleras med den olinjara funktionen f(x) = 32?2 +422—5x1 — 102,
som anger hur mycket nagon av smakerna tar 6ver. Han vill alltsa finna den
blandning som minimerar denna funktion.

Han har avsatt en viss mangd bar till sylt, och far bivillkoren 0 < x; < 0.7 och
0 < x5 < 0.5 eftersom det inte far vara for mycket av nagon sort, samt x;+x9 < 1.

Han inser att den tillatna l6sningen x; = 0 och x5 = 0 inte ar bra, for da blir
det inga bar utan bara socker, pektin och vatten, vilket inte blir gott. Han kan
dock inte sdtta nagra undre grianser pa barinnehallet, utan later malfunktionen
bestamma.

a) Kontrollera om punkterna (0, 0.5), (0.7, 0.3), (0.7, 0.7) och (0.7, 0) &r optimala
med hjélp av KKT-villkoren. (3p)

b) Los problemet med Zoutendijks metod. Starta i punkten (0, 0). Los LP-
problemen grafiskt. Illustrera varje iterationspunkt grafiskt. (3p)

c) Applicera Lagrangerelaxation genom att relaxera bivillkoret som innehaller
bada variablerna. Los subproblemet for uw = 0, 1 och 2. (Observera att subprob-
lemet dr separabelt.) Anvind l6sningarna for att avgora/gissa var det optimala
vardet for u ligger. Ange basta erhallna 6vre och undre granser for det optimala
malfunktionsvérdet. (3p)

Uppgift 4

Pjotr funderar pa att plantera flera barbuskar for att utoka sin forsaljning. Hur
manga ska han vélja av varje sort? Han satter upp foljande optimeringsprob-
lem for att finna vilken blandning som vore bést. x; ar antal buskar med réda
vinbar och x5 ar antal buskar med svarta vinbar. Malfunktionen speglar forvantad
skord, viktat med hur bra han tror att de séljer. Bivillkoren bygger pa begransat
utrymme, begransad budget, samt olika forutsattningar for god tillvaxt. Los
problemet med Land-Doig-Dakins metod. LP-problem far 16sas grafiskt. (3p)
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max z = 6x;+ 81y
2x1 4+ 51y < 11
4 + 320 < 20
0 < 27 <5, heltal
0 < x5 < 5, heltal

b) Hur paverkas 16sningen om Pjotr vill ha minst tva av varje sort? (1p)

Uppgift 5

Pjotr upptacker att det forsvinner bar och annat under natterna. Det kan vara
radjur, gravlingar eller kanske den otrevlige grannen Vlad. I vilket fall som helst
behover Pjotr inspektera odlingarna med jamna mellanrum. Han bestammer sig
for att ga en runda varannan timme under natten.

Foljande natverk avbildar viagarna han kan ga bland sina odlingar. Han vill ga
en rundtur som técker samtliga bagar i natverket, och turen ska vara sa kort som
mojligt. Pa bagarna star avstand. Nod 1 ar Pjotrs hus.

a) Vilket optimeringsproblem &r detta? Beskriv stegen i metoden noggrant. Ange
rundtur och total tid. Vilka vigar kommer att passeras mer &n en gang? (3p)

b) Pjotr koper en starkare ficklampa, sa att han kan inspektera alla odlingarna
fran korsningarna, dvs. noderna i natverket. Det betyder att han bara behdver
ga en rundtur som passerar varje nod (en gang). Vilket optimeringsproblem &r
det att finna den bésta rundturen? Finn en tillaten 16sning (med valfri heuris-
tik). Finn en optimistisk uppskattning av tiden for den optimala turen med
hjalp av en relaxation av problemet. Ange 6vre och undre grans pa det opti-
mala malfunktionsvardet. Hur mycket kortare stracka behover Pjotr ga p.g.a. sin
ficklampa? (3p)
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Uppgift 6

Fejden med Vlad intensifieras. Pjotr upptacker att det forsvinner annu mer bar
och annat under natterna. Han inser att han bor vakta sina odlingar under
natten. Hans fru och tre barn stéller upp och hjélper till. De bygger en koja
pa en kulle sa att man kan se néstan hela odlingen fran den. Pjotr vill att en
person sitter i kojan och vaktar hela natten. Han vill gora en tidsplanering. De
olika personerna har olika preferenser om att vara vaken olika delar av dygnet, sa
Helmer satter upp en matris med kostnader for de olika personerna att ta de olika
passen. Planeringen ska givetvis minimera de totala kostnaderna. Raderna star
for olika tidspass, klockslagen anges till vénster, och kolumnerna star for olika
personer.

kl20-222. 5 9 8 5 6
kl 22-24: 4 4 7 6 8
C =1 kl0-2: 9 6 4 17 7
kl 2-4: 11 12 15 8 12
kl 4-6: 14 14 13 13 14

a) Los problemet med lamplig metod. Ange optimal 16sning samt malfunktions-
virde. Ange dven dual optimalldsning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)

b) Nar l6sningen ar framtagen, tycker Pjotr att han borde ta ett storre ansvar,
och minskar alla kostnader i sin kolumn, kolumn 1, med 3. Samtidigt okar han
kostnaderna i kolumn 5, det yngsta barnet, med 3. Hur paverkas primal och dual
optimallsning av detta? Hur &ndras det optimala malfunktionsvardet? (Los inte
om problemet.) (1p)

Uppgift 7

a) Pjotr hittar ett slakttrad pa nétet. I sldkttradet hittar han en Vlad III (Tepes)
Draculea som levde 1431-1476 i Transsylvanien. Pjotr undrar om den besvarlige
nutida grannen Vlad kan vara slakt med denna person. Det verkar vara ungefar
40 generationer mellan de tva. Pjotr funderar pa hur manga forfader man har
pa 40 generationer. I forsta steget 2 (mamma och pappa), néista steg 4 och sa
vidare, dvs. efter 40 steg 24, vilket ar 549 755 813 888. Om man summerar alla
nivaerna blir det 1 099 511 627 774. Pjotr har ett program som finner billigaste
vag i en graf, men tvivlar pa att det skulle klara av sa manga noder. I och for sig
innehaller inte tradet alla slaktingar 40 generationer tillbaka, men det ar anda
manga.

Problemet Pjotr vill 16sa ér att givet en startperson (nutida Vlad) och en slut-
person (datida Vlad) samt en graf med alla forfader till nutida Vlad (mamma
och pappa och deras mammor och pappor etc.) se om det finns en vag mellan
de tva. Om man forutséitter att inga sléktingar har gift sig och skaffat barn &ar
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grafen ett trad.

a) Beskriv en algoritm som léser problemet, och utnyttjar att grafen &r ett trad.
Ange tidskomplexitet samt hur mycket minne som kravs. Illustrera algoritmen
pa ett mindre exempel med fyra generationer. (3p)

b) Hur fordandras ovanstaende om det forekommer att (avlagsna) slaktingar skaffar
barn tillsammans? (1p)



