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Tentamen 240103 TAOPSS, Optimering for Ingenjorer

Uppgift 1

Forra aret fick Jeppes pappa spader, och sldngde julgranen i soporna med alla jul-
gransprydnaderna pa. Jeppes mamma sa att det berodde pa gloggen, men Jeppe
trodde att det berodde pa ett 6vermatt av julfrid. Men oavsett orsaken behdver
man nu kopa nya julgransprydnader. Det visar sig att det i snabbkdpet finns
forpackningar med lampliga blandningar av prydnader, sa fragan ar bara vilka
och hur manga man ska kopa. Jeppe kommer fram till att det finns forpackningar
med foljande innehall. (Han bryr sig bara om vissa vésentliga saker.) I tabellen
star ocksa hur mycket Jeppe anser att det minst behovs av de olika prydnaderna.

Forpackning
Prydnad 1 2 3 | Behov
Roda kulor 5 0 3 20
Imiterade istappar | 0 2 3 7
Garntomtar 0 10 3 8
Anglar 0 5 3| 9
Pris 14 20 18

Han vill kopa forpackningar som innehaller de efterfragade mangderna eller mer
sa billigt som mojligt. Han formulerar f6ljande optimeringsproblem, dar z; anger
hur manga han ska képa av de olika forpackningarna.

min 2z = 14z + 20z9 + 18z3
200+  3z3 > 7 (2)
5372 + 3373 > 9 (3)
x1, X, z3 > 0

Men sedan blir han frustrerad. Han vet inte hur man kan 16sa sadana problem.
Han brukar alltid borja i origo nar han anvander simplexmetoden, och har ar
ju origo inte tillatet. Sa kommer han pa en ljus ide, ndmligen att formulera
LP-dualen till problemet, och 16sa den. Da borde man ju kunna starta i origo.

a) Formulera LP-dualen till ovanstaende problem. (1p)

b) Los problemet i uppgift a (dvs. LP-dualen) med simplexmetoden. Ange opti-
mal primallosning och duallésning samt malfunktionsvirde. Ar optimallosningen
unik? Vilka bivillkor blir aktiva, och vad betyder det? Ange svaret till Jeppes
ursprungsproblem i ord. (Den som inte har klarat uppgift a, kan 16sa primalen
genom att starta med baslosningen x1, x5 samt slackvariablerna till de tva sista
bivillkoren.) (3p)
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c) Utga fran optimallésningen i uppgift b. Jeppe ér véldigt priskénslig, och oroar
sig for en prisokning pa nagon av forpackningarna. Pa vilken forpackning skulle
en enhets prisokning ge storsta kostnadsokning? Motivera. (Ledning: Titta pa
dualen.) (1p)

d) Utga fran optimallésningen i uppgift b. Jeppe hittar en férpackning som
innehaller 2 réda kulor, 3 garntomtar och 2 dnglar, som kostar 12. Skulle den
forandra optimallésningen? Motivera med dualen eller primalen. (1p)

Uppgift 2

Firma FinPapper levererar vackert papper att sla in presenter med. I december
upplever man en oforklarlig 6kning av efterfragan. Daéarfor passar man pa att
fylla lagren innan dess. I nedanstaende natverk motsvarar noderna 1 och 2 pro-
duktionsplatser och noderna 5, 6 och 7 kunder. Kunden i nod 5 har behov av
5 containrar presentpapper, kunden i nod 6 har behov av 4 och kunden i nod 7
har behov av 3. I nod 1 kan man producera upp till 10 containrar och i nod 2
upp till 7. Bagarna ar markta med kostnad per container och kapacitet, samt ett
foreslaget flode (baserat pa forra arets plan, ddr nod 2 bara kunde producera 2
enheter.)

a) Total produktionskapacitet ar storre én total efterfragan. Modifiera natverket
genom att addera en nod och nagra bagar och éndra kéllstyrka sa att overskottet
hanteras pa optimalt (inte forutbestdmt) sitt. (1p)

b) Kontrollera om 16sningen som anges i néitverket fortfarande &r optimal. Om
inte, finn en optimal 16sning med simplexmetoden for natverk. Starta med angivet
flode. Ange optimal totalkostnad. (3p)

c) Betrakta problemet ovan, utan modifieringen i uppgift a. Finn maximalt flode
som kan skickas fran nod 1 till nod 6 med standardmetod. Vilka bagar begransar
maxflodet? (Starta med fldde noll i alla bagar.) Visa varje steg i metoden tydligt.

(3p)
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Uppgift 3

Laisa ska gora en egen glogg. Hon tycker inte om de sorter man kan kopa, utan
vill gora en egen blandning. Speciellt tycker hon inte om att det antingen &r
rott vin eller vitt vin. Hon vill ha en blandning, och hon vill ha den optimala
blandningen. Lat x; star for andelen rott vin och x5 andelen vitt. Genom idogt
studium av litteraturen kommer hon fram till att smaken blir bast av att minimera
den olinjéra funktionen f(x) = 222 +4x3 —10x; — 20z, Bivillkoren blir helt enkelt
0<zx1<1loch0<uxzy<1samtz;+x9<1.

a) Extrempunkterna till det tillatna omradet ar (0, 0), (0, 1) och (1, 0). Kon-
trollera om de ar optimala med hjalp av KKT-villkoren. Kontrollera aven om
nagon punkt dér inga bivillkor ar aktiva d&r en KKT-punkt. (Tips: Man kan ta
bort redundanta bivillkor.) (3p)

b) Los problemet med Zoutendijks metod. Starta i punkten (0, 0). Los LP-
problemen grafiskt. Illustrera varje iterationspunkt grafiskt. (Det &r inte tillatet
att anvénda information fran l6sningen i uppgift a.) (3p)

c) Applicera Lagrangerelaxation genom att relaxera bivillkoret som innehaller
bada variablerna. L&s subproblemet for «w = 0, 10 och 20. (Observera att sub-
problemet &r separabelt.) Anvénd losningarna for att avgora/gissa var det op-
timala vérdet for u ligger. Ange basta erhallna 6vre och undre gréanser for det
optimala malfunktionsvirdet. (Det ar inte tillatet att anvdnda information fran
l6sningarna i uppgift a eller b.) (3p)

d) Anvénd Lagrangerelaxationen i uppgift ¢. Los ut optimalt  som funktion av
ett okdnt u. Antag att det relaxerade bivillkoret ska vara aktivt, och berdkna det
u som ger detta. Utga fran den optimala x-16sningen och beridkna alla u som ger
denna. (2p)

Uppgift 4

Laisa ska bestamma vilka julklappar hon ska ge sin mormor. Hon har fem saker
hon kan ge mormor, och har uppskattat det varde hon tror att mormor skulle
uppfatta av gavan, samt den kostnad Laisa skulle fa av att framstélla och ge bort
gavan:

Sak Virde for mormor Kostnad for Laisa
1. En akvarellmalning 5 7
2. En pase hemkokt godis 4 5
3. En flaska hemgjord likor 8 4
4. En pase hembakade lussebullar 5 6
5. En kram 3 0

Hon vill ge mormor minst tva saker och hogst fyra (for att det ska bli rattvist
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jamfort med alla andra). Vardet for mormor ska maximeras. Kostnaden for Laisa
ska vara hogst 15. Godis och lussebullar riskerar att ge mormor ont i magen och
hal i tdnderna, sa hogst en av dessa far tas med. Att gora en akvarellmalning tar
sa mycket tid att Laisa inte hinner baka lussebullar. Mormor vill giarna ha nagot
att fortara, sa hon ska fa minst en av godiset, likoren och bullarna,

a) Formulera problemet att hitta de bésta julklapparna att ge mormor som ett
linjért optimeringsproblem med binéra variabler. (2p)

b) Los problemet i uppgift a med Balas metod. (2p)

Uppgift 5

a) Firma Tomtefrakt har fatt ett antal bestéllningar avseende den 24/12. Ett
antal sdckar med oként innehalla ska levereras till olika adresser. I foljande graf
har bagarna markts med avstand.

Man vill hitta en kortaste rundtur, som startar i nod 1 (skdmtsamt kallad “nord-
polen”) och passerar alla andra noder, och aterkommer till startpunkten. Vilket
optimeringsproblem &ar det att finna den bésta rundturen? Finn en tillaten 10sning
(med valfri heuristik). Finn en optimistisk uppskattning av kostnaden fér den op-
timala turen med hjalp av en relaxation av problemet. Ange 6vre och undre grans
pa det optimala malfunktionsvéardet. (2p)

b) Den 20/12 kommer det ett ordentligt snofall. Alla vigarna i grafen blir ofar-
bara. De maste snabbt réjas. Man vill darfor finna en billigaste rundtur som
passerar alla bagar minst en gang. Vilket optimeringsproblem &r detta? Beskriv
stegen i metoden. Ange rundtur och total kostnad. Vilka vagar kommer att
passeras mer an en gang? (2p)

c) Efter kl 16 den 24/12 inkommer en begiran av en expressleverans fran nod 1
till nod 7. Finn den kortaste vigen fran nod 1 till nod 7 med lamplig metod. (En
oriktad bage kan modelleras med tva motriktade. Alternativ kan man implicit
beakta bada riktningarna.) (2p)
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Uppgift 6

Tomtefrakt har fatt ett uppdrag att forsla ett antal sdckar (med oként innehall)
mellan tva platser. Det ar 20 sma och 10 stora sickar som ska transporteras.
Tomtefrakt har inga lediga bilar, utan maste hyra skapbilar for att kunna genomfora
dessa transporter. Man kan hyra tva olika storlekar, en lite storre, typ 1, och en
lite mindre, typ 2. Det kostar 3 att hyra en bil av typ 1 och 2 att hyra en bil av
typ 2. I en bil av typ 1 far man in 5 sma och 2 stora séckar, och i en bil av typ
2 far man in 2 sma och 2 stora. Man sétter upp foljande optimeringsproblem for
att finna hur manga bilar av varje sort det vore bést att hyra. x; ar antal bilar

av typ J.

min z = 3x1 + 229
da 5x1 + 3x9 > 20
2.7}1 + 2.732 Z 10
T1,T9 2 O, heltal

Den gamle direktoren, Niclas Claus, anser att man bara borde hyra bilar av typ
1. Vore det bést? Bevisa detta eller finn den basta 1osningen. Los problemet
med Land-Doig-Dakins metod. LP-problem far 16sas grafiskt. (Tips: Kom ihag
att det &r ett minimeringsproblem.) (3p)

Uppgift 7

I djupaste Smaland har Julia 6ppnat en tomteverkstad. Den har fem stationer,
och pa varje station ska en person sitta och gora ett visst arbetsmoment, till
tonerna av Schuberts militdrmarsch. Man har fatt manga ansékningar fran
jobbsokande, och har plockat fram fem bra sékande, som man har anstallt. Genom
att lasa ansokningshandlingarna noggrant, ser man att de fem personerna ar olika
bra pa de olika momenten. Darfor vill man finna den optimala placeringen av
personerna.

Man sammanstéller en matris med kostnader for varje person och varje moment
(baserat pa risken att gora fel, vilket skulle forsinka hela kedjan). Man vill finna
den utplacering som ger den minsta kostnaden. Varje person ska gora ett moment,
och varje moment ska goras av en person. Raderna star for olika personer och
kolumnerna star for olika moment.
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Los problemet med lamplig metod. Ange optimal l6sning samt malfunktions-
virde. Ange dven dual optimalldsning och kontrollera starka dualsatsen. (3p)



