Olinjart exempel

Det lilla nystartade bryggeriet Frikeller ska designa en ny 6l, med en
blandning av Amarillo-humle och Citra-humle.
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Olinjart exempel

Det lilla nystartade bryggeriet Frikeller ska designa en ny 6l, med en
blandning av Amarillo-humle och Citra-humle.

L&t x; std for andelen Amarillo och x» andelen Citra.

Efter omfattande undesdkningar kommer man fram till att smaken blir bast
om man minimerar foljande funktion: f(x) = X12 + 2x22 —2x1 — Xo.

Bivillkor: 0 < x; <1,0<x <1, och x; +x <1.
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Optimum?

N&r man har formulerat sin optimeringsmodell vill man I6sa den.

Dvs. finna en optimal 18sning, x*, till modellen.

Nastan alltid: S6kmetoder:
Std i en punkt, g4 till en annan (battre).
Upprepa, tills punkten ar optimal.

Viktigt att kunna inse optimalitet, dvs. férstd om punkten man star i ar
optimal.

For da ska man sluta.

Ibland far man en I8sning av n&gon annan, och vill veta om den &r optimal.

Vi behover darfor optimalitetsvillkor.
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Optimalitetsvillkor

En viss punkt ar inte optimal om vi vill och f&r g4 till en annan punkt,

dvs. om det finns ndgon punkt som &r battre (enligt mélfunktionen) och
tillaten (enligt bivillkoren).

En punkt ar inte optimal om det finns en tilldten forbattringsriktning.
(Lokalt kriterium.)

Giller omvandningen?
Vi dr ndrsyntal Vad hander utanfor vart synfalt?

Vilka slutsatser kan man dra av lokala egenskaper?

Ar I6sningen lokalt optimal?

Ar I6sningen globalt optimal?

Foér att kunna sidga nagot sikert behdvs exakta matematiska definitioner.
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Matematisk notation

@ Se sida 55 i boken.

@ Inga vektorstreck. Vektorer: kolumnvektorer. Matriser versaler.
Q V: for alla.

@ Skalarprodukt: cTx = Zj CjXj.

O A medfor B: A = B.

@ Elementi S somintedri T: S\ T.

@ Optimala varden pad x: x*.
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Optimum?

Vi betraktar ett minimeringsproblem

(gammal svensk tradition: minimera elandet).
Globalt minimum: En punkt som &r bast. (rita)

Definition
En punkt x* ar globalt minimum i X om f(x*) < f(x) for alla x € X. J

Lokalt minimum: En punkt som ar bast for ndrsynta. (rita)

Definition
En punkt x* dr lokalt minimum i X om f(x*) < f(x) for alla x € X som
ar ndra x*. (T.ex. for alla x € X : ||x — x*[| < 4.)
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Definition

En miangd X ar konvex om Ax() 4+ (1 — \)x(® e X for alla
xXMeX, xPeX, 0<A<1.

“Man kan se alla punkterna i en konvex mangd fr&n vilken punkt som helst.”
Exempel: Halvrum. Ett linjart bivillkor.
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Definition

En miangd X ar konvex om Ax() 4+ (1 — \)x(® e X for alla
xXMeX, xPeX, 0<A<1.

“Man kan se alla punkterna i en konvex mangd fr&n vilken punkt som helst.”
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Konvexitet

Konvex mangd: Innehéller alla linjesegment mellan punkter i mangden. (rita)

Definition

En miangd X ar konvex om Ax() 4+ (1 — \)x(® e X for alla
xXMeX, xPeX, 0<A<1.

“Man kan se alla punkterna i en konvex mangd fr&n vilken punkt som helst.”

Exempel: Halvrum. Ett linjart bivillkor.

Kombinerade mangder: Snittet av konvexa mangder ar konvext. (rita)

Sats J

Om X; ar konvex for alla i s 3r X = N; X; konvex.

Exempel: Flera halvrum.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 6 / 58



Konvexitet

Konvex mangd: Innehéller alla linjesegment mellan punkter i mangden. (rita)

Definition

En miangd X ar konvex om Ax() 4+ (1 — \)x(® e X for alla
xXMeX, xPeX, 0<A<1.

“Man kan se alla punkterna i en konvex mangd fr&n vilken punkt som helst.”

Exempel: Halvrum. Ett linjart bivillkor.

Kombinerade mangder: Snittet av konvexa mangder ar konvext. (rita)

Sats
Om X; ar konvex for alla i s& ar X = N;X; konvex. J

Exempel: Flera halvrum. Flera linjara bivillkor.
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Extrempunkt
Konvexkombination: En punkt “innanfér” de andra. (rita)
Definition

% ar en konvexkombination av punkterna x(K). k =1,...,p, om
$ = Nexth, dar Y A\ =1 och A > 0 for alla k.
k k
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Extrempunkt
Konvexkombination: En punkt “innanfér” de andra. (rita)
Definition

&% ar en konvexkombination av punkterna x(K) k = 1,.
$ = Nexth, dar Y A\ =1 och A > 0 for alla k.
k k

.., p, oM

Exempel: Mittpunkt.
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Konvexkombination: En punkt “innanfér” de andra. (rita)
Definition

% ar en konvexkombination av punkterna x(K). k =1,...,p, om
$ = Nexth, dar Y A\ =1 och A > 0 for alla k.
k k

Exempel: Mittpunkt. Ay = 1/p.

Extrempunkt: En punkt som inte dr en konvexkombination av tv3 andra
tilldtna punkter. (rita)
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Extrempunkt
Konvexkombination: En punkt “innanfér” de andra. (rita)
Definition

% ar en konvexkombination av punkterna x(K). k =1,...,p, om
$ = Nexth, dar Y A\ =1 och A > 0 for alla k.
k k

Exempel: Mittpunkt. Ay = 1/p.

Extrempunkt: En punkt som inte dr en konvexkombination av tva andra
tilldtna punkter. (rita)

Definition
% &r en extrempunkt i X om & = Ax(M) 4 (1 — A\)x(®), dar
xM e X, x® e X och 0 < A <1, endast ir mdjligt om x() = x(2).
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Extrempunkt
Konvexkombination: En punkt “innanfér” de andra. (rita)
Definition

% ar en konvexkombination av punkterna x(K). k =1,...,p, om
$ = Nexth, dar Y A\ =1 och A > 0 for alla k.
k k

Exempel: Mittpunkt. Ay = 1/p.

Extrempunkt: En punkt som inte dr en konvexkombination av tva andra
tilldtna punkter. (rita)

Definition
% &r en extrempunkt i X om & = Ax(M) 4 (1 — A\)x(®), dar
xM e X, x® e X och 0 < A <1, endast ir mdjligt om x() = x(2).

Exempel: Origo (under bivillkoren x; > 0 for alla 7).
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Konvexa holjet

Konvexa hdljet: Alla konvexkombinationer. (rita)
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Konvexa holjet

Konvexa holjet: Alla konvexkombinationer. (rita)

Sats/Definition

For en begransad mangd S bestér conv(S) av alla konvexkombinationer av
punkter i S.
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Konvexa holjet

Konvexa hdljet: Alla konvexkombinationer. (rita)
Sats/Definition

For en begransad mangd S bestér conv(S) av alla konvexkombinationer av
punkter i S.

Konvexa hdljet av S ar den minsta konvexa mangden som innehéller S.

Definition
Skarningen av alla konvexa mangder som innehéller en viss mangd S kallas
det konvexa hdljet av S och betecknas med conv(S).
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Konvexa holjet

Konvexa hdljet: Alla konvexkombinationer. (rita)
Sats/Definition

For en begransad mangd S bestér conv(S) av alla konvexkombinationer av
punkter i S.

Konvexa hdljet av S ar den minsta konvexa mangden som innehéller S.

Definition
Skarningen av alla konvexa mangder som innehéller en viss mangd S kallas
det konvexa hdljet av S och betecknas med conv(S).

Exempel: S = {(0,0),(1,0),(0,1)}.
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Konvexa holjet

Konvexa hdljet: Alla konvexkombinationer. (rita)
Sats/Definition

For en begransad mangd S bestér conv(S) av alla konvexkombinationer av
punkter i S.

Konvexa hdljet av S ar den minsta konvexa mangden som innehéller S.

Definition
Skarningen av alla konvexa mangder som innehéller en viss mangd S kallas
det konvexa hdljet av S och betecknas med conv(S).

Exempel: S = {(0,0),(1,0),(0,1)}.
conv(S) gesavx; >0, x>0, x3 +x < 1.
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Polyeder

Mangd med “raka kanter”.
Polyeder: (rita)

Definition

Skarningen av dndligt manga halvrum kallas polyeder. J
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Polyeder

Mangd med “raka kanter”.

Polyeder: (rita)

Definition

Skarningen av dndligt manga halvrum kallas polyeder. J

Exempel: x; +x <1, x;1 >0, x, > 0.
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Polyeder

Mangd med “raka kanter”.
Polyeder: (rita)

Skarningen av dndligt manga halvrum kallas polyeder.

Definition J

Exempel: x; +x <1, x;1 >0, x, > 0.
Exempel: x; +x =1, x3 > 0, x» > 0.
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Polyeder

Mangd med “raka kanter”.

Polyeder: (rita)

Definition

Skarningen av dndligt manga halvrum kallas polyeder. J

Exempel: x; +x <1, x;1 >0, x, > 0.
Exempel: x; +x =1, x3 > 0, x» > 0.
Exempel: Ax < b.
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Polyeder

Mangd med “raka kanter”.

Polyeder: (rita)

Definition

Skarningen av dndligt manga halvrum kallas polyeder. J

Exempel: x; +x <1, x;1 >0, x, > 0.
Exempel: x; +x =1, x3 > 0, x» > 0.
Exempel: Ax < b.

Exempel: Ax = b, x > 0.
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Polyeder

Mangd med “raka kanter”.

Polyeder: (rita)

Definition

Skarningen av dndligt manga halvrum kallas polyeder. J

Exempel: x; +x <1, x;1 >0, x, > 0.
Exempel: x; +x =1, x3 > 0, x» > 0.
Exempel: Ax < b.

Exempel: Ax = b, x > 0.

En polyeder har dndligt manga extrempunkter.
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Konvex funktion:
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Konvex funktion

Konvex funktion: “Glad mun.” Snall funktion fér minimering. (rita)
Linjesegmentet mellan tvd punkter ligger ovanfér funktionen.
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Konvex funktion

Konvex funktion: “Glad mun.” Snall funktion fér minimering. (rita)
Linjesegmentet mellan tvd punkter ligger ovanfér funktionen.

Definition

En funktion f(x) ar konvex om

FOXM 4 (1 = Nx®) < M (xD) 4 (1 = V) F(xP) for alla
x, x@) o< A<
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Konvex funktion

Konvex funktion: “Glad mun.” Snall funktion fér minimering. (rita)
Linjesegmentet mellan tvd punkter ligger ovanfér funktionen.

Definition

En funktion f(x) ar konvex om

FOXM 4 (1 = Nx®) < M (xD) 4 (1 = V) F(xP) for alla
x, x@) o< A<

Exempel: f(x) = xZ.
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Konvex funktion

Konvex funktion: “Glad mun.” Snall funktion fér minimering. (rita)
Linjesegmentet mellan tvd punkter ligger ovanfér funktionen.

Definition

En funktion f(x) ar konvex om

FOXM 4 (1 = Nx®) < M (xD) 4 (1 = V) F(xP) for alla
x, x@) o< A<

Exempel: f(x) = xZ.
Exempel: f(x) = 3x;.
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Konvex funktion

Konvex funktion: “Glad mun.” Snall funktion fér minimering. (rita)
Linjesegmentet mellan tvd punkter ligger ovanfér funktionen.

Definition

En funktion f(x) ar konvex om

FOXM 4 (1 = Nx®) < M (xD) 4 (1 = V) F(xP) for alla
x, x@) o< A<

Exempel: f(x) = xZ.
Exempel: f(x) = 3x;.

Bivillkor definierade av en funktion: (rita)
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Konvex funktion

Konvex funktion: “Glad mun.” Snall funktion fér minimering. (rita)
Linjesegmentet mellan tvd punkter ligger ovanfér funktionen.

Definition

En funktion f(x) ar konvex om

FOXM 4 (1 = Nx®) < M (xD) 4 (1 = V) F(xP) for alla
x, x@) o< A<

Exempel: f(x) = xZ.

Exempel: f(x) = 3x;.

Bivillkor definierade av en funktion: (rita)

Sats

Om g(x) &r en konvex funktion, s& ger punkterna som uppfyller g(x) < b
en konvex miangd.
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Konvex funktion

Konvex funktion: “Glad mun.” Snall funktion fér minimering. (rita)
Linjesegmentet mellan tvd punkter ligger ovanfér funktionen.

Definition

En funktion f(x) ar konvex om

FOXM 4 (1 = Nx®) < M (xD) 4 (1 = V) F(xP) for alla
x, x@) o< A<

Exempel: f(x) = xZ.

Exempel: f(x) = 3x;.

Bivillkor definierade av en funktion: (rita)

Sats

Om g(x) &r en konvex funktion, s& ger punkterna som uppfyller g(x) < b
en konvex miangd.

Exempel: x? < 3.
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Konvex funktion

Konvex funktion: “Glad mun.” Snall funktion fér minimering. (rita)
Linjesegmentet mellan tvd punkter ligger ovanfér funktionen.

Definition

En funktion f(x) ar konvex om

FOXM 4 (1 = Nx®) < M (xD) 4 (1 = V) F(xP) for alla
x, x@) o< A<

Exempel: f(x) = xZ.

Exempel: f(x) = 3x;.

Bivillkor definierade av en funktion: (rita)

Sats

Om g(x) &r en konvex funktion, s& ger punkterna som uppfyller g(x) < b
en konvex miangd.

Exempel: X12 < 3. X12 + x22 < 17.
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Kombinera konvexa funktioner:
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Konvex funktion

Kombinera konvexa funktioner:

o fi(x) + fo(x) ar konvex om fi(x) och fo(x) &r konvexa.
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Konvex funktion

Kombinera konvexa funktioner:

o fi(x) + fo(x) ar konvex om fi(x) och fo(x) &r konvexa.

@ kf(x) ar konvex om f(x) ar konvex och k > 0.
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Konvex funktion

Kombinera konvexa funktioner:

o fi(x) + fo(x) ar konvex om fi(x) och fo(x) &r konvexa.
@ kf(x) ar konvex om f(x) ar konvex och k > 0.

Tillsammans:
Sats

Om fi(x) ar konvexa funktioner och a; > 0, s& &r f(x Z a;fi(x) konvex.
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Konvex funktion

Kombinera konvexa funktioner:
e fi(x) + f2(x) ar konvex om fi(x) och f2(x) &r konvexa.

@ kf(x) ar konvex om f(x) ar konvex och k > 0.

Tillsammans:
Sats

Om f;(x) ar konvexa funktioner och c; > 0, s8 ar f(x Z a;fi(x) konvex.

Exempel: f(x) = 2x? + 3x3.
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Differentierbar konvex funktion

Egenvarden hos Hessianen: (jamfér med andraderivator i endimensionella fallet)
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Differentierbar konvex funktion

Egenvarden hos Hessianen: (jamfér med andraderivator i endimensionella fallet)

Positivt semidefinit matris < egenvarden > 0.
Positivt definit matris < egenvarden > 0.
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Differentierbar konvex funktion

Egenvarden hos Hessianen: (jamfér med andraderivator i endimensionella fallet)
Positivt semidefinit matris < egenvarden > 0.

Positivt definit matris < egenvarden > 0.

Sats

Om f(x) ar en tvd ganger kontinuerligt differentierbar funktion, s& ar f(x)
konvex om dess hessian H(x) &r positivt semidefinit, och strikt konvex om
H(x) &r positivt definit.
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Differentierbar konvex funktion

Egenvarden hos Hessianen: (jamfér med andraderivator i endimensionella fallet)
Positivt semidefinit matris < egenvirden > 0.

Positivt definit matris < egenvarden > 0.

Sats

Om f(x) ar en tvd ganger kontinuerligt differentierbar funktion, s& ar f(x)
konvex om dess hessian H(x) &r positivt semidefinit, och strikt konvex om
H(x) &r positivt definit.

Berdkna egenvirden och kolla.
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Differentierbar konvex funktion

Egenvarden hos Hessianen: (jamfér med andraderivator i endimensionella fallet)
Positivt semidefinit matris < egenvirden > 0.

Positivt definit matris < egenvarden > 0.

Sats

Om f(x) ar en tvd ganger kontinuerligt differentierbar funktion, s& ar f(x)
konvex om dess hessian H(x) &r positivt semidefinit, och strikt konvex om
H(x) &r positivt definit.

Berdkna egenvirden och kolla.

Metod med underdeterminanter:

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 12 / 58



Differentierbar konvex funktion

Egenvarden hos Hessianen: (jamfér med andraderivator i endimensionella fallet)
Positivt semidefinit matris < egenvirden > 0.

Positivt definit matris < egenvarden > 0.

Sats

Om f(x) ar en tvd ganger kontinuerligt differentierbar funktion, sd ar f(x)
konvex om dess hessian H(x) &r positivt semidefinit, och strikt konvex om
H(x) &r positivt definit.

Berdkna egenvarden och kolla.

Metod med underdeterminanter:

Om varje ledande underdeterminant &r positiv, dr alla egenvarden positiva.
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Differentierbar konvex funktion

Egenvarden hos Hessianen: (jamfér med andraderivator i endimensionella fallet)
Positivt semidefinit matris < egenvirden > 0.

Positivt definit matris < egenvarden > 0.

Sats

Om f(x) ar en tvd ganger kontinuerligt differentierbar funktion, s& ar f(x)
konvex om dess hessian H(x) &r positivt semidefinit, och strikt konvex om
H(x) &r positivt definit.

Berdkna egenvarden och kolla.

Metod med underdeterminanter:
Om varje ledande underdeterminant &r positiv, dr alla egenvarden positiva.

En “ledande underdeterminant”, hy, berdknas med de k férsta raderna och
kolumnerna,
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Differentierbar konvex funktion

Egenvarden hos Hessianen: (jamfér med andraderivator i endimensionella fallet)
Positivt semidefinit matris < egenvirden > 0.

Positivt definit matris < egenvarden > 0.

Sats

Om f(x) ar en tvd ganger kontinuerligt differentierbar funktion, s& ar f(x)
konvex om dess hessian H(x) &r positivt semidefinit, och strikt konvex om
H(x) &r positivt definit.

Berdkna egenvarden och kolla.

Metod med underdeterminanter:
Om varje ledande underdeterminant &r positiv, dr alla egenvarden positiva.

En “ledande underdeterminant”, hy, berdknas med de k férsta raderna och
kolumnerna, dvs. alla kvadratiska delmatriser som borjar i évre vanstra
hornet.
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min xf + 2x22 — 2x1X0.
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

2x1 — 2xo )

Gradienten ar Vf(x) = ( 4xy, — 2x
2 — 1
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

Gradienten ar Vf(x) = ( 2x1 = 2% )

4X2 — 2X1
2 =2

Hessianen ar H(x) = .
(x) -2 4
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

Gradienten ar Vf(x) = ( 2x1 = 2% )

4X2 — 2X1
Hessianen dr H(x) = ( _g _i )

Dess egenvirden ir 3 — v/5 &~ 0.7639 och 3 + v/5 ~ 5.2361, bada positiva,
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

Gradienten ar Vf(x) = ( 2x1 = 2% )

4X2 — 2X1
Hessianen dr H(x) = ( _3 _i )

Dess egenvirden ir 3 — v/5 &~ 0.7639 och 3 + v/5 ~ 5.2361, bada positiva,
s& Hessianen ar positivt definit,
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

Gradienten ar Vf(x) = ( 2x1 = 2% )

4X2 — 2X1
Hessianen dr H(x) = < _3 _i )

Dess egenvirden ir 3 — v/5 &~ 0.7639 och 3 + v/5 ~ 5.2361, bada positiva,
s Hessianen &r positivt definit, vilket visar att funktionen f(x) ar konvex.
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

Gradienten ar Vf(x) = ( 2x1 = 2% )

4X2 — 2X1
Hessianen dr H(x) = < _3 _i )

Dess egenvirden ir 3 — v/5 &~ 0.7639 och 3 + v/5 ~ 5.2361, bada positiva,
s Hessianen &r positivt definit, vilket visar att funktionen f(x) ar konvex.

Metod med underdeterminanter:
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

2x1 — 2xo )

Gradienten ar Vf(x) = ( 4xy, — 2x
2 — 1

Hessianen dr H(x) = < _3 _i )

Dess egenvirden ir 3 — v/5 &~ 0.7639 och 3 + v/5 ~ 5.2361, bada positiva,
s Hessianen &r positivt definit, vilket visar att funktionen f(x) ar konvex.

Metod med underdeterminanter:
hy =2>0.
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

2x1 — 2xo )

Gradienten ar Vf(x) = ( 4xy, — 2x
2 — 1

Hessianen dr H(x) = < _3 _i )

Dess egenvirden ir 3 — v/5 &~ 0.7639 och 3 + v/5 ~ 5.2361, bada positiva,
s Hessianen &r positivt definit, vilket visar att funktionen f(x) ar konvex.

Metod med underdeterminanter:
h1 =2>0.
hy=2%4—(=2)(—2)=8—4=4>0.
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

2x1 — 2xo )

Gradienten ar Vf(x) = ( 4xy — 2x
2 — 1

2 4

Dess egenvirden ar 3 — V5 2 0.7639 och 3 + /5 &~ 5.2361, bada positiva,
s Hessianen &r positivt definit, vilket visar att funktionen f(x) ar konvex.

Hessianen dr H(x) = ( 2 2 )

Metod med underdeterminanter:
h1 =2>0.
hy=2x4—(-2)x(-2)=8—-4=4>0.

S3 alla ledande underdeterminanter dr positiva,
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

2x1 — 2xo )

Gradienten ar Vf(x) = ( 4xy — 2x
2 — 1

2 4

Dess egenvirden ar 3 — V5 2 0.7639 och 3 + /5 &~ 5.2361, bada positiva,
s Hessianen &r positivt definit, vilket visar att funktionen f(x) ar konvex.

Hessianen dr H(x) = < 2 2 )

Metod med underdeterminanter:

hy =2>0.

hy=2%4—(-2)*(~2)=8—-4=4>0.

S3 alla ledande underdeterminanter ar positiva, vilket betyder att alla
egenvarden 3r positiva,
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

2x1 — 2xo )

Gradienten ar Vf(x) = ( 4xy — 2x
2 — 1

2 4

Dess egenvirden ar 3 — V5 2 0.7639 och 3 + /5 &~ 5.2361, bada positiva,
s Hessianen &r positivt definit, vilket visar att funktionen f(x) ar konvex.

Hessianen dr H(x) = < 2 2 )

Metod med underdeterminanter:

hy =2>0.

hy=2%4—(-2)*(~2)=8—-4=4>0.

S3 alla ledande underdeterminanter ar positiva, vilket betyder att alla
egenvarden dr positiva, Hessianen ar positivt definit,
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2x1X0.

2x1 — 2xo )

Gradienten ar Vf(x) = ( 4xy — 2x
2 — 1

2 4

Dess egenvirden ar 3 — V5 2 0.7639 och 3 + /5 &~ 5.2361, bada positiva,
s Hessianen &r positivt definit, vilket visar att funktionen f(x) ar konvex.

Hessianen dr H(x) = < 2 2 )

Metod med underdeterminanter:

hh=2>0.

hy=2%4—(~2)%(-2)=8-4=4>0.

S3 alla ledande underdeterminanter ar positiva, vilket betyder att alla

egenviarden &r positiva, Hessianen &r positivt definit, och funktionen f(x) ar
konvex.
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:
» Dela upp i konvexa bitar.
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:

» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:

» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:

» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.

o Kinda konvexa funktioner:
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:

» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.

e Kinda konvexa funktioner:
» f(x) = a (konstant)
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Konvexitetskontroll

@ Praktisk konvexitetskontroll av funktion:
» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.
o Kinda konvexa funktioner:
» f(x) = a (konstant)
~ £(x) = x| (belopp)
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Konvexitetskontroll

@ Praktisk konvexitetskontroll av funktion:
» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.
o Kianda konvexa funktioner:
» f(x) = a (konstant)
~ £(x) = x| (belopp)
> f(x) = x? (kvadrat)
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:

» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.

o Kinda konvexa funktioner:

» f(x) = a (konstant)

> f(x) = Ix| (belopp)

> f(x) = x? (kvadrat)

» f(x) = Zauxj (linjar)
J
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:

» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.

o Kinda konvexa funktioner:

» f(x) = a (konstant)

> £(x) = Ix| (belopp)

> f(x) = x? (kvadrat)

» f(x) = Z ajjx; (linjar)
J

e Konvext problem (min): Konvex malfunktion, konvex tilldten mangd.
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:

» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.

o Kinda konvexa funktioner:

f(x) = a (konstant)
f(X) %1 (belopp)
> f(x) = x? (kvadrat)
» f(x) = Z ajjx; (linjar)

e Konvext problem (min): Konvex malfunktion, konvex tilldten mangd.

@ Varfor ar detta intressant?
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:

» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.

o Kinda konvexa funktioner:

f(x) = a (konstant)
f(X) %1 (belopp)
> f(x) = x? (kvadrat)
» f(x) = Z ajjx; (linjar)

e Konvext problem (min): Konvex malfunktion, konvex tilldten mangd.

@ Varfor ar detta intressant?
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:

» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | virsta fall berdkna egenvarden.

o Kinda konvexa funktioner:

f(x) = a (konstant)
f(X) %1 (belopp)
> f(x) = x? (kvadrat)
» f(x) = Z ajjx; (linjar)

e Konvext problem (min): Konvex malfunktion, konvex tilldten mangd.

@ Varfor ar detta intressant?
Ett lokalt optimum i ett konvext problem &r alltid ett globalt optimum!
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Frikeller-exempel

min f(x) = x? 4+ 2x5 — 2x1 — x

dax;+x<lsamt0<x3<loch0<x <1
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Frikeller-exempel

min f(x) = x? + 2x3 — 2x; — x2

dax;+x<lsamt0<x3<loch0<x <1

Malfunktion: Summa av konvexa funktioner => Konvex.
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Frikeller-exempel

min f(x) = x? + 2x3 — 2x; — x2
dax;+x<lsamt0<x3<loch0<x <1
Ma3lfunktion: Summa av konvexa funktioner => Konvex.

Bivillkor: Alla linjara => Konvex tilldtet omréde.

=> Problemet konvext.
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Mot optimum

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering



Mot optimum

Flervariabelanalyskunskap:
Gradienten, Vf(x), anger lutningen av funktionen f(x).
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Flervariabelanalyskunskap:
Gradienten, Vf(x), anger lutningen av funktionen f(x).
Den pekar i den riktning dar funktionen f(x) okar snabbast.

Vill man maximera f(x) ar Vf(x) en bra riktning att ga i.
(Vill man minimera f(x) d&r —Vf(x) en bra riktning att ga i.)
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Mot optimum

Flervariabelanalyskunskap:
Gradienten, Vf(x), anger lutningen av funktionen f(x).
Den pekar i den riktning dar funktionen f(x) okar snabbast.

Vill man maximera f(x) ar Vf(x) en bra riktning att ga i.
(Vill man minimera f(x) d&r —Vf(x) en bra riktning att ga i.)

Cmia x2 2
Exempel: min x{ + 2x5.
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Mot optimum

Flervariabelanalyskunskap:
Gradienten, Vf(x), anger lutningen av funktionen f(x).

Den pekar i den riktning dar funktionen f(x) okar snabbast.

Vill man maximera f(x) ar Vf(x) en bra riktning att ga i.
(Vill man minimera f(x) d&r —Vf(x) en bra riktning att ga i.)

Exempel: min x? + 2x3. Ar punkten %1 = 1, % = 1 optimal?
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Mot optimum

Flervariabelanalyskunskap:
Gradienten, Vf(x), anger lutningen av funktionen f(x).

Den pekar i den riktning dar funktionen f(x) okar snabbast.
Vill man maximera f(x) ar Vf(x) en bra riktning att ga i.
(Vill man minimera f(x) d&r —Vf(x) en bra riktning att ga i.)
Exempel: min x? + 2x3. Ar punkten %1 = 1, % = 1 optimal?

Gradienten ar Vf(x) = < ‘2&1 >
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Mot optimum

Flervariabelanalyskunskap:
Gradienten, Vf(x), anger lutningen av funktionen f(x).

Den pekar i den riktning dar funktionen f(x) okar snabbast.
Vill man maximera f(x) ar Vf(x) en bra riktning att ga i.
(Vill man minimera f(x) d&r —Vf(x) en bra riktning att ga i.)

Exempel: min x? + 2x3. Ar punkten %1 = 1, % = 1 optimal?

Gradienten ar Vf(x) = < iil > och i punkten V£ (X) = < i )
2
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Mot optimum

Flervariabelanalyskunskap:
Gradienten, Vf(x), anger lutningen av funktionen f(x).

Den pekar i den riktning dar funktionen f(x) okar snabbast.
Vill man maximera f(x) ar Vf(x) en bra riktning att ga i.
(Vill man minimera f(x) d&r —Vf(x) en bra riktning att ga i.)
Exempel: min x? + 2x3. Ar punkten %1 = 1, % = 1 optimal?

Gradienten ar Vf(x) = < iil > och i punkten V£ (X) = < i >
2

Alltsé kan vi g8 i riktningen d = < :i > for att fa battre punkter.
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Mot optimum

Flervariabelanalyskunskap:
Gradienten, Vf(x), anger lutningen av funktionen f(x).

Den pekar i den riktning dar funktionen f(x) okar snabbast.
Vill man maximera f(x) ar Vf(x) en bra riktning att ga i.
(Vill man minimera f(x) d&r —Vf(x) en bra riktning att ga i.)
Exempel: min x? + 2x3. Ar punkten %1 = 1, % = 1 optimal?

, N _( 2x . o [ 2
Gradienten ar Vf(x) = < Iy ) och i punkten V£ (X) = < 4 >
—4
Punkten X = 1, % = 1 &r inte optimal, for det finns battre punkter (i
nirheten).

Alltsé kan vi g8 i riktningen d = < -2 > for att fa battre punkter.
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Olinjar optimering utan bivillkor

min f(x)
Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.
Var ligger optimum?
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Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.

Var ligger optimum?

f(x) konvex, differentierbar:

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 17 / 58
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Var ligger optimum?

f(x) konvex, differentierbar: Vf(X) =0

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 17 / 58



Olinjar optimering utan bivillkor
min f(x)

Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.

Var ligger optimum?

f(x) konvex, differentierbar: Vf(X) = 0 = X ar globalt minimum.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 17 / 58
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min f(x)
Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.
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Olinjar optimering utan bivillkor

min f(x)
Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.
Var ligger optimum?

f(x) konvex, differentierbar: Vf(X) = 0 = X ar globalt minimum.

f(x) ej konvex, men differentierbar: V(%) =0
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Olinjar optimering utan bivillkor

min f(x)
Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.
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min f(x)
Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.
Var ligger optimum?
f(x) konvex, differentierbar: Vf(X) = 0 = X ar globalt minimum.

f(x) ej konvex, men differentierbar: V£ (%) = 0 = Lutningen &r noll.

X kan vara ett lokalt minimum, ett lokalt maximum eller en sadelpunkt.

Exempel: min f(x) = x? + 2x2. Gradienten dr Vf(x) = ( iil )
2

Vf(x) =0 ger x; =0 och x, =0.

Eftersom f(x) ar konvex, ar detta globalt minimum.
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Olinjar optimering utan bivillkor
min f(x)
Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.
Var ligger optimum?
f(x) konvex, differentierbar: Vf(X) = 0 = X ar globalt minimum.

f(x) ej konvex, men differentierbar: V£ (%) = 0 = Lutningen &r noll.
X kan vara ett lokalt minimum, ett lokalt maximum eller en sadelpunkt.

Exempel: min f(x) = x? + 2x2. Gradienten dr Vf(x) = ( iil )
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Vf(x) =0 ger x; =0 och x, =0.
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Olinjar optimering utan bivillkor
min f(x)
Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.
Var ligger optimum?
f(x) konvex, differentierbar: Vf(X) = 0 = X ar globalt minimum.

f(x) ej konvex, men differentierbar: V£ (%) = 0 = Lutningen &r noll.
X kan vara ett lokalt minimum, ett lokalt maximum eller en sadelpunkt.

Exempel: min f(x) = x? + 2x2. Gradienten dr Vf(x) = ( iil )
2

Vf(x) =0 ger x; =0 och x, =0.

Eftersom f(x) ar konvex, ar detta globalt minimum.

Exempel: min f(x) = —xl2 — 2x22. Gradienten ar Vf(x) = < —i;q >
—4x
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Olinjar optimering utan bivillkor

min f(x)
Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.
Var ligger optimum?

f(x) konvex, differentierbar: Vf(X) = 0 = X ar globalt minimum.

f(x) ej konvex, men differentierbar: V£ (%) = 0 = Lutningen &r noll.
X kan vara ett lokalt minimum, ett lokalt maximum eller en sadelpunkt.

Exempel: min f(x) = x? + 2x2. Gradienten dr Vf(x) = ( iil )
2
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Olinjar optimering utan bivillkor
min f(x)
Gradienten Vf(x) anger funktionens lutning.
Var ligger optimum?
f(x) konvex, differentierbar: Vf(X) = 0 = X ar globalt minimum.

f(x) ej konvex, men differentierbar: V£ (%) = 0 = Lutningen &r noll.
X kan vara ett lokalt minimum, ett lokalt maximum eller en sadelpunkt.
Exempel: min f(x) = x? + 2x2. Gradienten dr Vf(x) = ( 2x1 )

4X2
Vi(x) =0 ger x; =0 och x, = 0.
Eftersom f(x) ar konvex, ar detta globalt minimum.

Exempel: min f(x) = —x? — 2x2. Gradienten ir Vf(x) = < —2x1 >

—4xo
Vf(x) =0 ger x; =0 och x, =0.
Men f(x) &r inte konvex. (Detta &r faktiskt maximum.)
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| en avtaganderiktning minskar funktionsvardet.
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Olinjar optimering utan bivillkor

| en avtaganderiktning minskar funktionsvardet.
| en 6kanderiktning dkar funktionsvardet.

En riktning d &r en avtaganderiktning for (x) i x om V£(x)7d < 0.
En riktning d &r en Skanderiktning for f(x) i x om Vf(x)"d > 0.

En dkanderiktning pekar in i samma halvrum som gradienten,
en avtaganderiktning gor inte det.

1

Exempel: Ar riktningen d = < 1

) en avtaganderiktning till funktionen

f(x) = x? + 2x2 i punkten & = < g )?
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Olinjar optimering utan bivillkor

| en avtaganderiktning minskar funktionsvardet.
| en 6kanderiktning dkar funktionsvardet.

En riktning d &r en avtaganderiktning for (x) i x om V£(x)7d < 0.
En riktning d &r en Skanderiktning for f(x) i x om Vf(x)"d > 0.

En dkanderiktning pekar in i samma halvrum som gradienten,
en avtaganderiktning gor inte det.

1

Exempel: Ar riktningen d = < 1

) en avtaganderiktning till funktionen

f(x) = x? + 2x2 i punkten & = < g )?
. 2X1
Vi(x) = ( 4y )
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Olinjar optimering utan bivillkor
| en avtaganderiktning minskar funktionsvardet.

| en 6kanderiktning dkar funktionsvardet.

En riktning d &r en avtaganderiktning for (x) i x om V£(x)7d < 0.
En riktning d &r en Skanderiktning for f(x) i x om Vf(x)"d > 0.

En dkanderiktning pekar in i samma halvrum som gradienten,

en avtaganderiktning gor inte det.

Exempel: Ar riktningen d = < ! ) en avtaganderiktning till funktionen

-1

f(x) = x? + 2x2 i punkten & = < g )?

VF(x) = ( 4212 ) V(%) = < o )
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Olinjar optimering utan bivillkor

| en avtaganderiktning minskar funktionsvardet.
| en Skanderiktning dkar funktionsvardet.

En riktning d &r en avtaganderiktning for (x) i x om V£(x)7d < 0.
En riktning d &r en Skanderiktning for f(x) i x om Vf(x)"d > 0.

En dkanderiktning pekar in i samma halvrum som gradienten,
en avtaganderiktning gor inte det.

Exempel: Ar riktningen d = < _1 ) en avtaganderiktning till funktionen

f(x) = x? + 2x2 i punkten & = < g )?

V(x) = ( 4212 ) VE(R) = ( 1‘2‘ ) SaVF(X)Td=4—-12=-8<0.
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Olinjar optimering utan bivillkor

| en avtaganderiktning minskar funktionsvardet.
| en Skanderiktning dkar funktionsvardet.

En riktning d &r en avtaganderiktning for (x) i x om V£(x)7d < 0.
En riktning d &r en Skanderiktning for f(x) i x om Vf(x)"d > 0.

En dkanderiktning pekar in i samma halvrum som gradienten,
en avtaganderiktning gor inte det.

Exempel: Ar riktningen d = < _1 ) en avtaganderiktning till funktionen
f(x) = x? + 2x2 i punkten & = < g )?

V(x) = ( 4212 ) VE(R) = ( 1‘2‘ ) SaVF(X)Td=4—-12=-8<0.

Ja, det ar en avtaganderiktning.
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Olinjar optimering med bivillkor

min  f(x)
dd gi(x)<0 i=1,....m

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering



Olinjar optimering med bivillkor

min  f(x)
dd gi(x)<0 i=1,....m

Var ligger optimum?

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering



Olinjar optimering med bivillkor

min  f(x)
dd gi(x)<0 i=1,....m

Var ligger optimum?
Inga aktiva bivillkor:
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Olinjar optimering med bivillkor
min  f(x)
dd gi(x)<0 i=1,....m
Var ligger optimum?
Inga aktiva bivillkor: Som utan bivillkor. Vf(x) = 0.

Ett eller flera aktiva bivillkor: Det far inte finnas n&gon tilldten
forbattringsriktning.
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min  f(x)
dd gi(x)<0 i=1,....m

Var ligger optimum?
Inga aktiva bivillkor: Som utan bivillkor. Vf(x) = 0.

Ett eller flera aktiva bivillkor: Det far inte finnas n3gon tillaten
forbattringsriktning.

—Vf(x) ar den mest dnskade riktningen (brantaste lutningen).
Alla riktningar d med Vf(x)"d < 0 ir avtaganderiktningar.

Om bivillkoret gij(x) < 0 &r aktivt, far gi(x) inte oka.
Vgi(x) ar d& den mest forbjudna riktningen (utdtriktade normalen).
Alla riktningar d med Vgj(x)7d > 0 ar forbjudna.

S& hur vet man om alla avtaganderiktningar ar forbjudna?
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Skriv bivillkoren som gi(x) =x1 +x2 —1 <0, g(x)=x —0.4<0.
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Exempel: min X12 + x22 —x1x0—x1—Xx2ddxg +x <1, xo <0.4.
Skriv bivillkoren som gi(x) =x1 +x2 —1 <0, g(x)=x —0.4<0.
Gradienter:
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Ar punkten tillaten? Kolla:
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Gradienter:

i) = (2 ) Vabo = (1) veto=(§)
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gi1(X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt.

g (%) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt.
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- —0.2

VF(x) = ( 08 >
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Tillatet omrade.
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Ar denna punkt optimal?
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Utatriktad bivillkorsnormal (Vgi(X)).
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Utatriktad bivillkorsnormal (Vga(X)).
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Onskeriktning (—V£(%)).
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Exdmpel

N

Onskeriktning (—V£(X)). Ligger i konen mellan bivillkorsgradienterna.
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Bivillkor 1 forbjuder dessa riktningar, Vgi(X) < 0.
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Bivillkor 2 forbjuder dessa riktningar, Vga2(X) < 0.

Kaj Holmberg (LiU TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 21 / 58
1]



Exdmpel
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Tillsammans férbjuder bivillkoren dessa riktningar.
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Exdmpel

Malfunktionen ger forbattring i dessa riktningar, V£ (%) < 0.
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Exdmpel
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Finns det n3gon tilldten forbattringsriktning?
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N

Nej, forbattringsriktningarna tacks helt av de foérbjudna riktningarna.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 21 / 58



Exdmpel

N

Battre punkt finns inte (i narheten).
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Problemet:
min  f(x)
dd g(x)<0 i=1,....,m

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:

Punkten X dr en KKT-punkt om féljande ar uppfyllt.
KKT1: gi(%) <0 for alla /.
KKT2: ujgi(x) = 0 for alla .

KKT3: VF(& +Zu,Vg, =

KKT4: u; >0 for aIIa i

En KKT-punkt dr optimal om problemet ar konvext.
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Problemet:
min  f(x)
dd g(x)<0 i=1,....,m

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:

Punkten X dr en KKT-punkt om féljande ar uppfyllt.
KKT1: gi(%) <0 for alla /.
KKT2: ujgi(x) = 0 for alla .

KKT3: VF(& +Zu,Vg, =

KKT4: u; >0 for aIIa i

En KKT-punkt dr optimal om problemet ar konvext.

Vad ar detta???
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Analys av KKT-villkoren fér problemet:
min  f(x)
ds gi(x)<0 i=1,....m

Vi ska kontrollera om punkten % & en KKT-punkt.

KKT1: gi(&) <0 for alla i.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Analys av KKT-villkoren fér problemet:
min  f(x)
ds gi(x)<0 i=1,....m

Vi ska kontrollera om punkten X ar en KKT-punkt.

KKT1: gi(%) <0 for alla /.

Férst kontrollerar vi om punkten ar tillaten.

KKT2: ujgi(x) =0 for alla /.
Vi ska gora en projektion av malfunktionen pa de aktiva bivillkoren.

For att bara f& med de aktiva bivillkoren, ser vi till att u; = 0 for alla icke
aktiva bivillkor, dvs. de som har gj(%) < 0.

(I tvd dimensioner kan man se detta grafiskt.)
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor
Analys av KKT-villkoren fér problemet:

min  f(x)
dd g(x)<0 i=1,....,m
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Analys av KKT-villkoren fér problemet:
min  f(x)
dd g(x)<0 i=1,....,m

Vi har gjort KKT1 och KKT2, s& vi vet att punkten ar tilldten, och har sett
till att u; = 0 for alla icke aktiva bivillkor.
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Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 24 / 58



Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Analys av KKT-villkoren fér problemet:
min  f(x)
dd g(x)<0 i=1,....,m

Vi har gjort KKT1 och KKT2, s& vi vet att punkten ar tilldten, och har sett
till att u; = 0 for alla icke aktiva bivillkor.

Nu &r det dags att gb’ra projektionen.

KKT3: VF(X) + Z uiVgi(%) =
som dr samma som —Vf(X) = Z uiVgi(X)

1
Observera att —V£(X) &r var dnskeriktning, medan Vg;(X) &r utatriktade
normaler till bivillkoren,

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 24 / 58



Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Analys av KKT-villkoren fér problemet:
min  f(x)
dd g(x)<0 i=1,....,m

Vi har gjort KKT1 och KKT2, s& vi vet att punkten ar tilldten, och har sett
till att u; = 0 for alla icke aktiva bivillkor.

Nu &r det dags att gb’ra projektionen.

KKT3: VF(X) + Z uiVgi(%) =
som dr samma som —Vf(X) = Z uiVgi(X)

1
Observera att —V£(X) &r var dnskeriktning, medan Vg;(X) &r utatriktade
normaler till bivillkoren, dvs. de mest férbjudna riktningarna.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 24 / 58



Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Analys av KKT-villkoren fér problemet:
min  f(x)
dd g(x)<0 i=1,....,m

Vi har gjort KKT1 och KKT2, s& vi vet att punkten ar tilldten, och har sett
till att u; = 0 for alla icke aktiva bivillkor.

Nu &r det dags att gb’ra projektionen.
KKT3: VF(X) + Z uiVgi(%) =
som dr samma som —Vf(X) = Z uiVgi(x)

1
Observera att —V£(X) &r var dnskeriktning, medan Vg;(X) &r utatriktade
normaler till bivillkoren, dvs. de mest férbjudna riktningarna.

Vi skriver onskeriktningen som en kombination av férbjudna riktningar.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor
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Vi har gjort projektionen —Vf(%) =Y u;Vg;(%).

Pastdende: Om u; > 0 for alla i, s& ar alla forbattringsriktningar otillatna.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Vi har gjort projektionen —Vf(%) =Y u;Vg;(%).

Pastdende: Om u; > 0 for alla /, s& ar alla forbattringsriktningar otillatna.
Multiplicera med en valfri riktning d: —Vf(%)"d = Z uiVgi(%)Td.

Om d &r en tillaten riktning, s& & Vgi(X)"d < 0 for alla i.
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Pastdende: Om u; > 0 for alla i, s& ar alla forbattringsriktningar otillatna.
Multiplicera med en valfri riktning d: —Vf(%)"d = Z uiVgi(%)Td.

Om d &r en tillaten riktning, s& 3r Vg;(%)Td < 0 for alla i.
Om u; > 0 for alla 7, s3 blir Z uiVgi(%)Td <0,
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Vi har gjort projektionen —Vf(X) = Z uiVgi(X).

Pastdende: Om u; > 0 for alla i, s& ar alla forbattringsriktningar otillatna.
Multiplicera med en valfri riktning d: —Vf(%)"d = Z uiVgi(%)Td.

Om d &r en tillaten riktning, s& 3r Vg;(%)Td < 0 for alla i.
Om u; > 0 for alla 7, s3 blir Z uiVgi(%)Td <0,
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vilket visar att d inte dr en avtaganderiktning.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Vi har gjort projektionen —Vf(X) = Z uiVgi(X).

Pastdende: Om u; > 0 for alla i, s& ar alla forbattringsriktningar otillatna.
Multiplicera med en valfri riktning d: —Vf(%)"d = Z uiVgi(%)Td.

Om d &r en tillaten riktning, s& 3r Vg;(%)Td < 0 for alla i.
Om u; > 0 for alla 7, s3 blir Z uiVgi(%)Td <0,

vilket betyder att —V£(%)7d <0, dvs. VF(X)"d >0,

vilket visar att d inte dr en avtaganderiktning.

A andra sidan, om ndgot u; < 0, s galler inte detta.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Vi har gjort projektionen —Vf(X) = Z uiVgi(X).

Pastdende: Om u; > 0 for alla i, s& ar alla forbattringsriktningar otillatna.
Multiplicera med en valfri riktning d: —Vf(%)"d = Z uiVgi(%)Td.

Om d &r en tillaten riktning, s& 3r Vg;(%)Td < 0 for alla i.
Om u; > 0 for alla 7, s3 blir Z uiVgi(%)Td <0,

vilket betyder att —V£(%)7d <0, dvs. VF(X)"d >0,
vilket visar att d inte dr en avtaganderiktning.

A andra sidan, om ndgot u; < 0, s galler inte detta.

Detta visar behovet av: KKT4: u; > 0 for alla /.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Vi vet nu att KKT4 tillsammans med KKT3, KKT2 och KKT1 bevisar att
ingen tilldten forbattringsriktning finns i punkten X,
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Vi vet nu att KKT4 tillsammans med KKT3, KKT2 och KKT1 bevisar att
ingen tilldten forbattringsriktning finns i punkten X,

s& X kan vara optimal.
En sddan punkt kallas KKT-punkt.

For att en KKT-punkt sikert ska vara optimal, krdvs konvexitet.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 26 / 58



Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Vi vet nu att KKT4 tillsammans med KKT3, KKT2 och KKT1 bevisar att
ingen tilldten forbattringsriktning finns i punkten X,

s8 X kan vara optimal.
En sddan punkt kallas KKT-punkt.

Foér att en KKT-punkt sikert ska vara optimal, krévs konvexitet.

Annars kan det vara ett lokalt optimum eller en sadelpunkt (eller ndgon
annan konstig punkt).
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ingen tilldten forbattringsriktning finns i punkten X,

s8 X kan vara optimal.
En sddan punkt kallas KKT-punkt.

Foér att en KKT-punkt sikert ska vara optimal, krévs konvexitet.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Vi vet nu att KKT4 tillsammans med KKT3, KKT2 och KKT1 bevisar att
ingen tilldten forbattringsriktning finns i punkten X,

s8 X kan vara optimal.
En sddan punkt kallas KKT-punkt.

Foér att en KKT-punkt sikert ska vara optimal, krévs konvexitet.

Annars kan det vara ett lokalt optimum eller en sadelpunkt (eller ndgon
annan konstig punkt).

Detta &r ett sitt att kontrollera om en viss given punkt ar optimal.
Da ar namligen alla gradienter givna, och bara u behdver [6sas ut.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Vi vet nu att KKT4 tillsammans med KKT3, KKT2 och KKT1 bevisar att
ingen tilldten forbattringsriktning finns i punkten X,

s8 X kan vara optimal.
En sddan punkt kallas KKT-punkt.

Foér att en KKT-punkt sikert ska vara optimal, krévs konvexitet.

Annars kan det vara ett lokalt optimum eller en sadelpunkt (eller ndgon
annan konstig punkt).

Detta &r ett sitt att kontrollera om en viss given punkt ar optimal.
Da ar namligen alla gradienter givna, och bara u behdver [6sas ut.
Detta kan goras eftersom KKT3 d3 ger ett linjirt ekvationssystem.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

min  f(x)
dd g(x)<0 i=1,....m
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min  f(x)
ds gi(x)<0 i=1,....m

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

min  f(x)
ds gi(x)<0 i=1,....m

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:

Punkten X dr en KKT-punkt om féljande ar uppfyllt.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:

Punkten X dr en KKT-punkt om féljande ar uppfyllt.
KKT1: gi(%) <0 for alla i. (Tillatenhet)
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:

Punkten X dr en KKT-punkt om féljande ar uppfyllt.
KKT1: gi(%) <0 for alla i. (Tillatenhet)
KKT2: ujgi(x) =0 for alla i. (Plocka bort inaktiva bivillkor)

KKT3: VF(X) + Z uiVgi(X) = 0. (Projektion)
i=1

KKT4: u; > 0 for alla /.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:

Punkten X dr en KKT-punkt om féljande ar uppfyllt.
KKT1: gi(%) <0 for alla i. (Tillatenhet)
KKT2: ujgi(x) =0 for alla i. (Plocka bort inaktiva bivillkor)
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:

Punkten X dr en KKT-punkt om féljande ar uppfyllt.
KKT1: gi(k%) <0 for alla i. (Tillatenhet)
KKT2: ujgi(x) =0 for alla i. (Plocka bort inaktiva bivillkor)

KKT3: VF(X) + Z uiVgi(X) = 0. (Projektion)
i=1
KKT4: u; > 0 for alla i.  (Kolla riktning)

KKT3 &r ett linjart ekvationssystem i u som kan |6sas metodiskt.
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Tolkning av KKT-villkoren

KKT1 tar bort otilldtna punkter.
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KKT1 tar bort otilldtna punkter.

KKT?2 tar bort inaktiva bivillkor.

Kaj Holmberg (LiU TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 28 / 58
1]



Tolkning av KKT-villkoren

KKT1 tar bort otilldtna punkter.
KKT?2 tar bort inaktiva bivillkor.

KKT3 projicerar onskeriktningen —V£(x) pé aktiva bivillkors normaler
Vg,-(x).
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KKT3 projicerar onskeriktningen —V£(x) pé aktiva bivillkors normaler
Vg,-(x).

KKT4 kontrollerar att onskeriktningen —V£(x) ligger i konen som spanns
upp av aktiva bivillkors normaler Vgj(x),
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KKT3 projicerar onskeriktningen —V£(x) pé aktiva bivillkors normaler
Vg,-(x).

KKT4 kontrollerar att onskeriktningen —V£(x) ligger i konen som spanns
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Tolkning av KKT-villkoren

KKT1 tar bort otilldtna punkter.
KKT?2 tar bort inaktiva bivillkor.

KKT3 projicerar onskeriktningen —V£(x) pé aktiva bivillkors normaler
Vg,-(x).

KKT4 kontrollerar att onskeriktningen —V£(x) ligger i konen som spanns
upp av aktiva bivillkors normaler Vgj(x),
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Hur gér man med likhetsbivillkor?
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Tolkning av KKT-villkoren

KKT1 tar bort otilldtna punkter.
KKT?2 tar bort inaktiva bivillkor.

KKT3 projicerar dnskeriktningen —Vf(x) p& aktiva bivillkors normaler
Vg,-(x).

KKT4 kontrollerar att onskeriktningen —V£(x) ligger i konen som spanns
upp av aktiva bivillkors normaler Vgj(x),

dvs. att alla forbattringsriktningar ar otillatna.

Hur gér man med likhetsbivillkor?

De ar alltid aktiva, och u; < 0 ar tilldtet, s§ KKT2 och KKT4 faller bort
for dessa bivillkor.
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Vart tidigare exempel

min x12+X22—x1xz—x1—xz déd x1 +x <1, xo <0.4.
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Vart tidigare exempel

min X12+x22 —x1X0—x1—x0ddx1+x <1, xx <04
Ar %1 = 0.6, X = 0.4 optimal?
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Vart tidigare exempel
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v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

Kaj Holmberg (LiU TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 29 / 58
1]



Vart tidigare exempel

min x12+x22—x1xz —x1—x0dd x1 +x <1, x» <04
Ar % = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?

Kaj Holmberg (LiU TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 29 / 58
1]



Vart tidigare exempel

min x12+x22—x1xz —x1—x0dd x1 +x <1, x» <04
Ar % = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?

Kaj Holmberg (LiU TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 29 / 58
1]



Vart tidigare exempel

min x12+x22—x1xz —x1—x0dd x1 +x <1, x» <04
Ar % = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?
gi1(x) = 0. Tillatet.

Kaj Holmberg (LiU TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 29 / 58
1]
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Vart tidigare exempel

min x12+x22—x1xz —x1—x0dd x1 +x <1, x» <04
Ar % = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?
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Vart tidigare exempel

min x12+x22—x1xz —x1—x0dd x1 +x <1, x» <04
Ar % = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?
gi1(X) = 0. Tilltet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
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Vart tidigare exempel
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v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?
gi1(X) = 0. Tilltet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
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Vart tidigare exempel

min x12+x22—x1xz —x1—x0dd x1 +x <1, x» <04
Ar %, = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?
gi1(X) = 0. Tilltet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
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Vart tidigare exempel

min x12—|—x22—x1x2 —x1—x0dd xg +x <1, x <0.4.
Ar %, = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?
gi1(X) = 0. Tilltet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
g2(X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt. KKT2: uy behdver inte vara noll.

Punkten ar tillaten.
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Vart tidigare exempel

min x12—|—x22—x1x2 —x1—x0dd xg +x <1, x <0.4.
Ar %, = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()
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Punkten ar tillaten. KKT2: Inget av u; eller up maste vara noll.
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Vart tidigare exempel

min x12—|—x22—x1x2 —x1—x0dd xg +x <1, x <0.4.
Ar %, = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?
gi1(X) = 0. Tilltet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
g2(X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt. KKT2: uy behdver inte vara noll.

Punkten ar tillaten. KKT2: Inget av u; eller up maste vara noll.

s (52 en (1) n(2)-(3)
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Vart tidigare exempel

min x12—|—x22 —Xx1x0—x1 —x2dd x1 +Fx0 <1, xp <0.4.
Ar %, = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?
gi1(X) = 0. Tilltet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
g2(X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt. KKT2: uy behdver inte vara noll.

Punkten ar tillaten. KKT2: Inget av u; eller up maste vara noll.

s (52 en(1) e (2)-(3):

Dvs. ut1 = 0.2, u1 + up» = 0.8,
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Vart tidigare exempel

min x12—|—x22 —Xx1x0—x1 —x2dd x1 +Fx0 <1, xp <0.4.
Ar %, = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?
gi1(X) = 0. Tilltet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
g2(X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt. KKT2: uy behdver inte vara noll.

Punkten ar tillaten. KKT2: Inget av u; eller up maste vara noll.

s (52) n(1) e (3)-(3)

Dvs. uy = 0.2, u; + up = 0.8, vilket ger 1y = 0.2, u, = 0.6.
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Vart tidigare exempel

min x12—|—x22 —Xx1x0—x1 —x2dd x1 +Fx0 <1, xp <0.4.
Ar %, = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?

gi1(X) = 0. Tilltet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
g2(X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt. KKT2: uy behdver inte vara noll.
Punkten ar tillaten. KKT2: Inget av u; eller up maste vara noll.
KKT3:(:8:§)+u1<1)+uz(2>_<8>.

Dvs. uy = 0.2, u; + up = 0.8, vilket ger 1y = 0.2, u, = 0.6.

KKT4 uppfyllt, uy > 0 och up > 0.
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Vart tidigare exempel

min x12—|—x22 —Xx1x0—x1 —x2dd x1 +Fx0 <1, xp <0.4.
Ar %, = 0.6, X = 0.4 optimal?

v = ( o5 ) Va0 =( 1) vaw=()

KKT1: Ar punkten tillsten?

gi1(X) = 0. Tilltet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
g2(X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt. KKT2: uy behdver inte vara noll.
Punkten ar tillaten. KKT2: Inget av u; eller up maste vara noll.
KKT3:(:8:§>+u1<1)+U2((1)>_<8>.

Dvs. uy = 0.2, u; + up = 0.8, vilket ger 1y = 0.2, u, = 0.6.

KKT4 uppfyllt, uy > 0 och up > 0.

Punkten &r optimal, ty den 3r en KKT-punkt och problemet dr konvext.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Tillatet omrade och nivakurvor.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Ar denna punkt optimal?
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Utatriktad bivillkorsnormal (Vg(x)).
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Onskeriktning (—Vf(x)).
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Projektion ej majlig. Ej KKT-punkt. Ej optimum.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

En punkt som &r optimal.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Tva bivillkor.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Bivillkorsgradienter.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Onskeriktning.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Projektion. u > 0. Optimum.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Onskeriktningen ligger i konen av aktiva bivillkorsgradienter.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Ett bivillkor flyttat.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Bivillkorsgradienter.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Onskeriktning.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Projektion. Ett u < 0. Ej optimum.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

En tilldten forbattringsriktning finns.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Onskeriktningen ligger inte i konen av aktiva bivillkorsgradienter.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Tillastet omr&de samt punkt att kolla.



Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Ett bivillkor.



Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Férbjudet omrade for det bivillkoret.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Ett bivillkor till



Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Férbjudet omrade for det bivillkoret.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Forbjudet omrade for bada bivillkoren.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Malfunktionen.



Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Battre punkter.



Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Battre tilldtna punkter finns inte. Optimum.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Battre tilldtna punkter finns inte. Optimum.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

En annan malfunktion.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Finns battre tilldtna punkter?
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Finns battre tilldtna punkter?
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Finns battre tilldtna punkter? Ja.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Battre tilldtna punkter finns. Ej optimum.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Slutsats: Om —Vf(x) ligger i konen av Vgj(x) ar det optimum.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Slutsats: Om —Vf(x) ligger i konen av Vgj(x) ar det optimum.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Slutsats: Om —Vf(x) inte ligger i konen av Vg;(x) ar det inte optimum.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren

Slutsats: Om —Vf(x) inte ligger i konen av Vg;(x) ar det inte optimum.
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KKT-villkoren och optimalitet

En KKT-punkt kan vara optimum.
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KKT-villkoren och optimalitet
En KKT-punkt kan vara optimum.

Om problemet dr konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.
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KKT-villkoren och optimalitet
En KKT-punkt kan vara optimum.
Om problemet dr konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.

Om problemet inte ar konvext kan det finnas KKT-punkter som inte ar
optimala.
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KKT-villkoren och optimalitet
En KKT-punkt kan vara optimum.
Om problemet ar konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.

Om problemet inte ar konvext kan det finnas KKT-punkter som inte ar
optimala. Vissa KKT-punkter kan vara lokala optima.
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KKT-villkoren och optimalitet
En KKT-punkt kan vara optimum.
Om problemet ar konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.

Om problemet inte &r konvext kan det finnas KKT-punkter som inte ar
optimala. Vissa KKT-punkter kan vara lokala optima.

Det finns vissa krav, kallade CQ (Constraint Qualification), for att
optimum ska vara en KKT-punkt, bl.a.:
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KKT-villkoren och optimalitet
En KKT-punkt kan vara optimum.
Om problemet ar konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.

Om problemet inte &r konvext kan det finnas KKT-punkter som inte ar
optimala. Vissa KKT-punkter kan vara lokala optima.

Det finns vissa krav, kallade CQ (Constraint Qualification), for att
optimum ska vara en KKT-punkt, bl.a.:

e Linjart oberoende normaler for aktiva bivillkor.
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KKT-villkoren och optimalitet
En KKT-punkt kan vara optimum.
Om problemet ar konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.

Om problemet inte &r konvext kan det finnas KKT-punkter som inte ar
optimala. Vissa KKT-punkter kan vara lokala optima.

Det finns vissa krav, kallade CQ (Constraint Qualification), for att
optimum ska vara en KKT-punkt, bl.a.:

e Linjart oberoende normaler for aktiva bivillkor.

e Konvext tillatet omréde med inre punkt.
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KKT-villkoren och optimalitet
En KKT-punkt kan vara optimum.
Om problemet ar konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.

Om problemet inte &r konvext kan det finnas KKT-punkter som inte ar
optimala. Vissa KKT-punkter kan vara lokala optima.

Det finns vissa krav, kallade CQ (Constraint Qualification), for att
optimum ska vara en KKT-punkt, bl.a.:

e Linjart oberoende normaler for aktiva bivillkor.
e Konvext tillatet omréde med inre punkt.
Om inget CQ &r uppfyllt, kanske det inte finns ndgon KKT-punkt.
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KKT-villkoren och optimalitet
En KKT-punkt kan vara optimum.
Om problemet ar konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.

Om problemet inte &r konvext kan det finnas KKT-punkter som inte ar
optimala. Vissa KKT-punkter kan vara lokala optima.

Det finns vissa krav, kallade CQ (Constraint Qualification), for att
optimum ska vara en KKT-punkt, bl.a.:

e Linjart oberoende normaler for aktiva bivillkor.

e Konvext tillatet omréde med inre punkt.

Om inget CQ &r uppfyllt, kanske det inte finns ndgon KKT-punkt.
(CQ kan i denna kurs antas vara uppfyllda.)
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KKT-villkoren och optimalitet
En KKT-punkt kan vara optimum.
Om problemet ar konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.

Om problemet inte &r konvext kan det finnas KKT-punkter som inte ar
optimala. Vissa KKT-punkter kan vara lokala optima.

Det finns vissa krav, kallade CQ (Constraint Qualification), for att
optimum ska vara en KKT-punkt, bl.a.:

e Linjart oberoende normaler for aktiva bivillkor.

e Konvext tillatet omréde med inre punkt.

Om inget CQ &r uppfyllt, kanske det inte finns ndgon KKT-punkt.
(CQ kan i denna kurs antas vara uppfyllda.)

Om n&got CQ ar uppfyllt, och problemet dr konvext, ar alltsd optimum och
bara optimum dr en KKT-punkt.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.

Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoret ar aktivt.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoret ar aktivt. (58 u behdver inte vara 0.)
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoret ar aktivt. (58 u behdver inte vara 0.)

KKT3: V£(%) = ( :; )
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoret ar aktivt. (58 u behdver inte vara 0.)
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoret ar aktivt. (58 u behdver inte vara 0.)

KKT3: VF(X) = ( :; ) och Vg(8) = ( i )

() oo(1)-(3)
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoret ar aktivt. (58 u behdver inte vara 0.)

KKT3: VF(X) = ( :; ) och Vg(8) = ( i )

() oo(1)-(3)

vilket betyder u = 1 och u = 2.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoret ar aktivt. (58 u behdver inte vara 0.)

KKT3: VF(X) = ( :; ) och Vg(8) = ( i )

() oo(1)-(3)

vilket betyder u = 1 och u = 2. Ej |dsbart.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 da g(x) = x1 +x +1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoret ar aktivt. (58 u behdver inte vara 0.)

KKT3: VF(X) = ( :; ) och Vg(8) = ( i )

. -1 1 0
KKT3bI|r<_2)+u( 1>_<0>,
vilket betyder u =1 och u = 2. Ej lsbart.
X ar alltsd ingen KKT-punkt.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min X12 + 2x§ ddxg+x>1, x>0, x>0.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min X12 + 2x22 ddxg+x>1, x>0, x>0.

Skriv bivillkoren som
gl(X) =—x31—x+1<0, gz(X) =—x1 <0, g3(X) = —x» <0.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min X12 + 2x22 ddxg+x>1, x>0, x>0.

Skriv bivillkoren som
gl(X) =—x31—x+1<0, gz(X) =—x1 <0, g3(X) = —x» <0.

Gradienter: VF(x) = ( iz ) Vgi(x) = < j ) Vgr(x) = ( _(1) )

Vgs(x) = ( _2 )
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min X12 + 2x22 ddxg+x>1, x>0, x>0.

Skriv bivillkoren som
gl(X) =—x31—x+1<0, gg(x) =—x1 <0, g3(X) = —x <0.

Gradienter: Vf(x) = ( 22 ) Vgi(x) = < j ) Vga(x) = ( _(1) )

Ve - ( )
s (o ) e () v (o) (9)=(5)
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min X12 + 2x22 ddxg+x>1, x>0, x>0.

Skriv bivillkoren som
gl(X) =—x31—x+1<0, gg(x) =—x1 <0, g3(X) = —x <0.

Gradienter: Vf(x) = < 22 ) Vgi(x) = < j ) Vga(x) = < _(1) )
Vgs(x) = ( _2 >
o (5 )+ ()=o) e (1) = ()

Satt in de punkter som ska testas.
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 = 1 och % = 0 optimal?
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 = 1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 = 1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: g1(%) = 0.
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 =1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: g1(X) = 0. (u; behdver inte vara 0.)
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 =1 och % = 0 optimal?
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KKT2: g1(X) = 0. (u; behdver inte vara 0.)
KKT2: (%) = —1 < 0.
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 =1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.

KKT2: g1(X) = 0. (u; behdver inte vara 0.)
KKT2: g»(%X) = -1 <0. (1p =0.)
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 =1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten &r tillaten.

KKT2: g1(X) = 0. (u; behdver inte vara 0.)
KKT2: g»(%X) = -1 <0. (1p =0.)

KKT2: g3(%) = 0.
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 =1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.

KKT2: g1(X) = 0. (u; behdver inte vara 0.)
KKT2: g»(%X) = -1 <0. (1p =0.)

KKT2: g3(X) = 0. (u3 behdver inte vara 0.)

KKT3: VF(8) = ( g )
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 =1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten &r tillaten.

KKT2: g1(X) = 0. (u; behdver inte vara 0.)
KKT2: g»(%X) = -1 <0. (1p =0.)

KKT2: g3(X) = 0. (u3 behdver inte vara 0.)

0

) 2 -1 0
KKT3bI|r<O>+ul<_l)+U3< _1>

KKT3: VF(8) = ( 2 )

Il
N
o o
~_
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 =1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten &r tillaten.

KKT2: g1(X) = 0. (u; behdver inte vara 0.)
KKT2: g»(%X) = -1 <0. (1p =0.)

KKT2: g3(X) = 0. (u3 behdver inte vara 0.)

0

s (3)en( 1) -0 ( 2)-(3)

dvs.2 —u; =0, —up —u3 =0,

KKT3: VF(8) = ( 2 )
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 =1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten &r tillaten.

KKT2: g1(X) = 0. (u; behdver inte vara 0.)
KKT2: g»(%X) = -1 <0. (1p =0.)

KKT2: g3(X) = 0. (u3 behdver inte vara 0.)

0
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Istdllet for att ange en punkt kan man anta vilka bivillkor som ar aktiva.
(Detta fungerar bara ibland.)

Antag att x; + xo = 1 &r aktivt och att x; > 0 och x» > 0.
Dvs. g1(X) =0, g2(X) < 0 och g3(%) < 0.
KKT2 ger d& up =0 och u3 =0.

_ 2%, 1\ (o0
KKT3 blir d3 <4x2 >+u1<_1>—<0>,

vilket betyder 2x; — u; = 0 och 4x, — 1y = 0.

Los ut x i u: x3 = u1/2 och xo = uy /4.

Antagandet x; +xo =1 gerdd x; + xo = u1/2 + w1 /4 =1,

vilket ger u; = 4/3, och x; =2/3 och x» = 1/3.

Detta en KKT-punkt, ty u; > 0, och globalt optimum, ty problemet 3r
konvext.
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Frikeller-exempel

min f(x) :xlz-i-2x22 —2x1 —x2dd xg +x <1, x1 >0o0chx >0.
Nu % = (0,1):
KKT1: Punkten ar tilldten.
KKT?2: Bivillkor 1 och 2 aktiva, bivillkor 3 inte. => u3 = 0.
-2 1 -1 0
KKT3.< 3)+u1<1>+u2( 0>—<0>,
dvs. ug — up =2, up = —3, vilket har I&sningen u; = —3 och u, = —5.
% ar ingen KKT-punkt, ty u; < 0 och up < 0.
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min f(x) = x? +2x3 —2x; —xp dad x1 +x < 1, x3 > 0 och xo > 0.

Antag istallet att 0 < x; < 1,0 < x» <1l och x; +x =1.
KKT2: Bivillkor 1 aktivt, bivillkor 2 och 3 inte. => u», =0, u3 = 0.

o 2q -2 1\ _ [0
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dvs. 2x1 + 11 = 2, 4xp + 1y = 1, vilket ger x; = (2 — u1)/2 och
xo = (1—u)/4
KKTL: x; +xo =1ger (2—u1)/2+ (1 —u1)/4 =1, vilket ger u; = 1/3.
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min f(x) = x? +2x3 —2x; —xp dad x1 +x < 1, x3 > 0 och xo > 0.

Antag istallet att 0 < x; < 1,0 < x» <1l och x; +x =1.
KKT2: Bivillkor 1 aktivt, bivillkor 2 och 3 inte. => u», =0, u3 = 0.

_ 2x1 — 2 1\ (0
KKTS3: (4X2_1>+u1<1)—<0>,
dvs. 2x1 + 11 =2, 4xp + u; = 1, vilket ger x; = (2 — u1)/2 och
xo=(1—u1)/4

KKT1: x; +xo =1 ger (2—u1)/2+ (1 — u1)/4 =1, vilket ger u; = 1/3.
Det ger x; =5/6 och x = 1/6.
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KKT1: x; +xo =1 ger (2—u1)/2+ (1 — u1)/4 =1, vilket ger u; = 1/3.
Det ger x; =5/6 och x = 1/6.
x1 > 0 och xo > 0 s§ KKT1 ar uppfyllt.
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dvs. 2x1 + 11 =2, 4xp + u; = 1, vilket ger x; = (2 — u1)/2 och
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KKT1: x; +xo =1 ger (2—u1)/2+ (1 — u1)/4 =1, vilket ger u; = 1/3.
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Frikeller-exempel

min f(x) = x? +2x3 —2x; —xp dad x1 +x < 1, x3 > 0 och xo > 0.

Antag istallet att 0 < x; < 1,0 < x» <1l och x; +x =1.
KKT2: Bivillkor 1 aktivt, bivillkor 2 och 3 inte. => u», =0, u3 = 0.

Dxq — 2 1 0
KKT3: (4X;_1>+u1<1)=(0>,
dvs. 2x1 + 11 =2, 4xp + u; = 1, vilket ger x; = (2 — u1)/2 och
xo = (1—u)/4
KKT1: x; +xo =1 ger (2—u1)/2+ (1 — u1)/4 =1, vilket ger u; = 1/3.
Det ger x; =5/6 och x = 1/6.
x1 > 0 och xo > 0 s§ KKT1 ar uppfyllt.
Detta dr en KKT-punkt.
Optimum, ty problemet konvext.
Svar: Anvand proportionerna 5/6 Amarillo och 1/6 Citra.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 40 / 58



Olinjar optimering utan bivillkor: Metoder

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering



Olinjar optimering utan bivillkor: Metoder
min f(x)

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering



Olinjar optimering utan bivillkor: Metoder
min f(x)

Generell sokmetod:
@ Finn en startpunkt, x(K). Satt k = 1.
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min f(x)
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© Om ||dX|| < e stopp.
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@ Berdkna en sokriktning, dk) .
© Om ||dX|| < e stopp.
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0 Sitt x(kH1) = x(k) 4 (N g(k) Satt k = k + 1 och g till 2.

Steglangd: For en given riktning bestdms t med linjes6kning
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Olinjar optimering utan bivillkor: Metoder
min f(x)

Generell skmetod:
@ Finn en startpunkt, x(K) Sitt k= 1.
@ Berdkna en sokriktning, dk) .
© Om ||dX|| < e stopp.
© Berikna en steglingd, t(K).
@ Om tk) < ¢ stopp.
0 Satt x(kt1) = x(k) 4 (K g(k) S5tt k = k + 1 och ga till 2.

Steglangd: For en given riktning bestdms t med linjes6kning
(en-dimensionell optimering):

Finn t6) ur min £(x() + td(%)).
t>0
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Olinjar optimering utan bivillkor: Metoder
min f(x)

Generell skmetod:
@ Finn en startpunkt, x(K) Sitt k= 1.
@ Berdkna en sokriktning, dk) .
© Om ||dX|| < e stopp.
© Berikna en steglingd, t(K).
@ Om tk) < ¢ stopp.
0 Satt x(kt1) = x(k) 4 (K g(k) S5tt k = k + 1 och ga till 2.

Steglangd: For en given riktning bestdms t med linjes6kning
(en-dimensionell optimering):

Finn t6) ur min £(x() + td(%)).
t>0

(I denna kurs analytiskt.)
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning

Exempel pa linjesdkning for funktionen f(x) = 2x2 + x2 — 3x1 + x2

i punkten X = ( ; ) och riktningen d = < :i )
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Exempel pa linjesdkning for funktionen f(x) = 2x2 + x2 — 3x1 + x2

i punkten X = ( ; ) och riktningen d = < :i )

., o 1\ _[1-t
Varnyapunktb||rx(t)—x+td—(2)+f(_1)—(2_t)'
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Exempel pa linjesdkning for funktionen f(x) = 2x2 + x2 — 3x1 + x2

i punkten X = < ; > och riktningen d = < :i )

o S 1\ _[1-t
Varnyapunktbhrx(t)—x-l-td—(2)+f(_1)—<2_t>'

Satt in i funktionen:
F(x(t)) =2(1—t)>+(2—t)2=3(1—t)+(2—t) =2(1L+t>—2t) + (4 +t>—
4t)—343t+2—t = 24+2t> — 4t +4+t>—4t—3+3t+2—t = 3t — 6t +5.
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Exempel pa linjesdkning for funktionen f(x) = 2x2 + x2 — 3x1 + x2

i punkten X = < ; > och riktningen d = < :i )

o S 1\ [ 1-t
Varnyapunktbllrx(t)—x+td—(2)+t<_1)—<2_t>'

Satt in i funktionen:

F(x(t)) =2(1—t)?+(2—t)2=3(1—t)+(2—t) = 2(1+t>—2t) + (4+t> -
4t)—3+43t+2—t =2+2t2—4t+4+t>—4t—3+3t+2—t = 3t>— 6t +5.
Derivera: f/(x(t)) = 6t — 6.

Satt derivatan till noll (om funktionen &r konvex): f/(x(t)) =6t —6 =0
gert =1.
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning

Exempel pa linjesdkning for funktionen f(x) = 2x2 + x2 — 3x1 + x2

i punkten X = < ; > och riktningen d = < :i )

o S 1\ [ 1-t
Varnyapunktbllrx(t)—x+td—(2)+t<_1)—<2_t>'

Satt in i funktionen:

F(x(t)) =2(1—t)?+(2—t)2=3(1—t)+(2—t) = 2(1+t>—2t) + (4+t> -
4t)—3+43t+2—t =2+2t2—4t+4+t>—4t—3+3t+2—t = 3t>— 6t +5.
Derivera: f/(x(t)) = 6t — 6.

Satt derivatan till noll (om funktionen &r konvex): f/(x(t)) =6t —6 =0
gert =1.

Satt in i nya punkten: x(1) = < ;:1 > — < (1) >
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning

Linjesdkning for funktionen f(x) = 2x2 + x5 — 3x; — 2x2 i punkten

o (1 I (-1
x-(o)ochrlktnlngend—< 1).
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning

Linjesdkning for funktionen f(x) = 2x2 4+ x5 — 3x; — 2x» i punkten

~ (1 I (-1
X = ( 0 ) och riktningen d_< 1 )

Ny punkt: x(t) = X + td = ( 1;t >

Satt in i funktionen:

f(x(t)) =21 —t)> +t* —3(1 —t) — 2t = t* + 2> — 3t — 1.
Derivera: f/(x(t)) = 4t3 + 4t — 3.

Men f'(x(t)) = 4t3 + 4t — 3 = 0 kan inte 3sas.

Anvand iterativ metod: Intervallhalvering:

Préva olika varden p3 t.

Om f'(x(t)) < 0 s& minskar funktionen, och vi vill ga langre.
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning

Linjesdkning for funktionen f(x) = 2x2 4+ x5 — 3x; — 2x» i punkten

~ (1 I (-1
X = ( 0 ) och riktningen d_< 1 )

Ny punkt: x(t) = X + td = ( 1;t >

Satt in i funktionen:

f(x(t)) =21 —t)> +t* —3(1 —t) — 2t = t* + 2> — 3t — 1.
Derivera: f/(x(t)) = 4t3 + 4t — 3.

Men f'(x(t)) = 4t3 + 4t — 3 = 0 kan inte 3sas.

Anvand iterativ metod: Intervallhalvering:

Préva olika varden p3 t.

Om f'(x(t)) < 0 s& minskar funktionen, och vi vill ga langre.
Om f’(x(t)) > 0 s& dkar funktionen, och vi har gatt for langt.
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning

Linjesdkning for funktionen f(x) = 2x2 4+ x5 — 3x; — 2x» i punkten

~ (1 I (-1
X = ( 0 ) och riktningen d_< 1 )

Ny punkt: x(t) = X + td = ( 1;t >

Satt in i funktionen:

f(x(t)) =21 —t)> +t* —3(1 —t) — 2t = t* + 2> — 3t — 1.
Derivera: f/(x(t)) = 4t3 + 4t — 3.

Men f'(x(t)) = 4t3 + 4t — 3 = 0 kan inte 3sas.

Anvand iterativ metod: Intervallhalvering:

Préva olika varden p3 t.

Om f'(x(t)) < 0 s& minskar funktionen, och vi vill ga langre.
Om f’(x(t)) > 0 s& dkar funktionen, och vi har gatt for langt.
Testa mittpunkten mellan dessa.
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning
Vi vill finna t som ger f/(x(t)) = 4t3 + 4t —3 =0.
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Vi vill finna t som ger f/(x(t)) = 4t3 + 4t —3 =0.

Metod: Intervallhalvering:
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning
Vi vill finna t som ger f/(x(t)) = 4t3 + 4t —3 =0.
Metod: Intervallhalvering:

t =0: f'(x(0))

—3 < 0, funktionen minskar.
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning
Vi vill finna t som ger f/(x(t)) = 4t3 + 4t —3 =0.
Metod: Intervallhalvering:

t =0: f/(x(0)) = =3 < 0, funktionen minskar.
Testa med t = 1: f/(x(1)) =5 > 0, funktionen &kar.
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning
Vi vill finna t som ger f/(x(t)) = 4t3 + 4t —3 =0.
Metod: Intervallhalvering:

t = 0: f'(x(0)) = —3 < 0, funktionen minskar.

Testa med t = 1: f/(x(1)) =5 > 0, funktionen &kar.
Minimum maéste ligger mellan 0 och 1, testa mittpunkten, t = 0.5.
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Testa mittpunkten, t = 0.75.

f'(x(0.75)) = 2.7 > 0, funktionen &kar.
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t = 0: f'(x(0)) = —3 < 0, funktionen minskar.

Testa med t = 1: f/(x(1)) =5 > 0, funktionen 6kar.

Minimum maéste ligger mellan 0 och 1, testa mittpunkten, t = 0.5.
f'(x(0.5)) =0.54+2—3 = -0.5 < 0, funktionen minskar.

Alltsa ligger minimum mellan 0.5 och 1, inte mellan 0 och 0.5.
Testa mittpunkten, t = 0.75.

f'(x(0.75)) = 2.7 > 0, funktionen &kar.

Allts ligger minimum mellan 0.5 och 0.75.

Upprepa.
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesckning
Vi vill finna t som ger f'(x(t)) = 4t3 + 4t — 3 = 0.
Metod: Intervallhalvering:

t =0: f/(x(0)) = =3 < 0, funktionen minskar.

Testa med t = 1: f/(x(1)) =5 > 0, funktionen 6kar.

Minimum maéste ligger mellan 0 och 1, testa mittpunkten, t = 0.5.
f'(x(0.5)) =0.54+2—3 = -0.5 < 0, funktionen minskar.

Alltsa ligger minimum mellan 0.5 och 1, inte mellan 0 och 0.5.
Testa mittpunkten, t = 0.75.

f'(x(0.75)) = 2.7 > 0, funktionen &kar.

Allts ligger minimum mellan 0.5 och 0.75.

Upprepa.

Halva intervallet elimineras varje géng.

Far ej exakt 18sning. Noggrannheten avgdrs av hur ldnge man haller p3.
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Gradienten Vf(x) pekar i den riktning dar funktionen f(x) Skar snabbast.
Vill man minimera f(x) verkar —Vf(x) vara en bra riktning att g3 i.

Brantaste lutningsmetoden: Sitt d(¥) = —Vf(x(¥)).

Ta med andra ordningens information (dvs. sikta mot minimum av andra
ordningens approximation av f(x)):

Newtons metod: Sitt d(k) = — H(x(W)=1vf(x(¥)).
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Newtons metod anvander andra ordningens approximation och ar generellt
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Grundlaggande lokala sokmetoder

Sokriktningen kan berdknas pa flera olika satt.
Gradienten Vf(x) pekar i den riktning dar funktionen f(x) Skar snabbast.
Vill man minimera f(x) verkar —Vf(x) vara en bra riktning att g3 i.

Brantaste lutningsmetoden: Sitt d(¥) = —Vf(x(¥)).

Ta med andra ordningens information (dvs. sikta mot minimum av andra
ordningens approximation av f(x)):

Newtons metod: Sitt d(k) = — H(x(W)=1vf(x(¥)).

Brantaste lutningsmetoden &r robust, men kan sicksacka. (lab 1)

Newtons metod anvander andra ordningens approximation och ar generellt
sett starkare men jobbigare och kan fallera utan konvexitet.
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Lokala sokmetoder: Exempel

Exempel: min 3x2 + 2x3 — xox2 — 3x1 — 4xa.
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Lokala sokmetoder: Exempel
Exempel: min 3x12 + 2x22 — xoXp — 3x1 — 4x5. Gradienten ar

VF(x) = ( Ox1 = =3 )

4X2—X1—4
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Exempel: min 3x12 + 2x22 — xoXp — 3x1 — 4x5. Gradienten ar

. 6X1 — X2 — 3 . o o 6 —1
Vi(x) = ( txg — x4 > Hessianen ar H(x) = ( 1 4 ) Dess

egenvarden dr 3.6 och 6.4, bada positiva, sa funktionen f(x) &r konvex.
. . . 2 .
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Exempel: min 3x12 + 2x22 — xoXp — 3x1 — 4x5. Gradienten ar

. 6X1 — X2 — 3 . o o 6 —1
Vi(x) = ( txg — x4 > Hessianen ar H(x) = ( 1 4 ) Dess
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Newtonriktningen pekar precis mot optimum (eftersom funktionen &r
konvex och kvadratisk).

4
1
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. 6X1 — X2 — 3 . o o 6 —1
Vi(x) = ( txg — x4 > Hessianen ar H(x) = < 1 4 ) Dess

egenvarden dr 3.6 och 6.4, bada positiva, sa funktionen f(x) &r konvex.

| punkten X =1 och %2 =1 har vi Vf(x) = < 7? ) sd brantaste

lutningsriktningen ar dp,, = ( _i >

Vihar H-1 = L ( , s& Newtonriktningen blir

1
23 6

w4 (11)(1)-4(1)

Newtonriktningen pekar precis mot optimum (eftersom funktionen &r
konvex och kvadratisk). Optimal steglangd blir d& 1.
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Lokala sokmetoder: Exempel

Exempel: min —3x12 — 2X22 — XoXp — 3x1 — 4x0.
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Lokala sokmetoder: Exempel
Exempel: min —3x12 — 2x22 — XoXo — 3x1 — 4xo. Gradienten ar

Vf(x) = ( —0x—xp -3 )

—4dxo —x1 — 4
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Exempel: min —3x12 — 2x22 — XoXo — 3x1 — 4xo. Gradienten ar

_( —bx1—x2—3 : , (-6 -1
Vf(x)—(_4X2_X1_4).He55|anen ar H(x) = ( 1 _4).
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Exempel: min —3x12 — 2x22 — XoXo — 3x1 — 4xo. Gradienten ar

_( —bx1—x—3 . , ([ -6 -1
Vi(x) = ( 4o x4 ) Hessianen ar H(x) = < 1 _a > Dess
egenvarden dr ung —6.4 och —3.6, sa funktionen f(x) ar inte konvex.
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Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 47 / 58



Lokala sokmetoder: Exempel
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Vi(x) = ( 4o x4 > Hessianen ar H(x) = < 1 _a > Dess
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Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering 31 augusti 2020 47 / 58



Lokala sokmetoder: Exempel

Exempel: min —3x12 — 2x§ — XoXo — 3x1 — 4xo. Gradienten ar
—6X1 — X2 — 3 6

. N -6 -1
Vi(x) = ( 4o x4 > Hessianen ar H(x) = < 1 _a > Dess
egenvarden dr ung —6.4 och —3.6, sa funktionen f(x) ar inte konvex.

—10

| punkten %1 =1 och % =1 har vi Vf(x) = < 9

>, s& brantaste
o . 10
lutningsriktningen ar dp,, = 9 |

. _ 1 —4 1
Vi har H 1:23( 1 _6

_ . -4 1 -10 —31
ooy (1 3)(8)-a(3)

Newtonriktningen &r inte en avtaganderiktning, utan en dkanderiktning.
Linjesdkning skulle ge steg noll.

, s& Newtonriktningen blir
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Modifierade lokala sokmetoder

Férsok &tgirda nackdelar:

Newtons metod: d(k) = —H(x(kK)) =1V f(x(k).

Newtons metod fungerar daligt for ickekonvexa funktioner.
Kan t.o.m. ge 6kningsriktning (istallet for avtaganderiktning).
Konvexifiering:

Levenbergs modifiering av Newtons smetod: Ersatt H med H + v/.

Som att addera konvexa termen v(x? + x3 + ... + x2).
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Konvexifiering:

Levenbergs modifiering av Newtons smetod: Ersatt H med H + v/.
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Modifierade lokala sokmetoder

Férsok &tgirda nackdelar:
Newtons metod: d(¥) = —H(x(M)=1vf(x(K).

Newtons metod fungerar daligt for ickekonvexa funktioner.
Kan t.o.m. ge 6kningsriktning (istallet for avtaganderiktning).

Konvexifiering:

Levenbergs modifiering av Newtons smetod: Ersatt H med H + v/.
Som att addera konvexa termen v(xZ + x3 + ... + x2).
v = 0 ger Newtons metod.

Ett mycket stort v ger i princip brantaste lutningsmetoden.

Storre v ger “mer positiva” egenvarden, dvs. en “mer konvex” funktion.
Tillrackligt stort v ger konvex funktion.

Jamfér med mest negativa egenvirdet av H.
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Modifierade lokala sokmetoder
Forsok &tgirda nackdelar:
Newtons metod: d(¥) = —H(x(M)=1vf(x(K).

Det &r jobbigt att berdkna och invertera H i varje iteration i Newtons
metod.
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Modifierade lokala sokmetoder
Forsok &tgirda nackdelar:
Newtons metod: d(K) = —H(x(M)=1vf(x(K).

Det ar jobbigt att berdkna och invertera H i varje iteration i Newtons
metod.

Forenkling av Newtons metod:

Kvasi-Newtonmetoder: Ersitt H~! med en enklare beriknad approximation.

Approximationen uppdateras med enbart gradienter.

Flera varianter finns: DFP (Davidon, Fletcher, Powell), Broyden (Broyden),
BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) och SR1 (symmetric rank 1).
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Modifierade lokala sokmetoder
Forsok &tgirda nackdelar:
Newtons metod: d(K) = —H(x(M)=1vf(x(K).

Det ar jobbigt att berdkna och invertera H i varje iteration i Newtons
metod.

Forenkling av Newtons metod:

Kvasi-Newtonmetoder: Ersitt H~! med en enklare beriknad approximation.

Approximationen uppdateras med enbart gradienter.

Flera varianter finns: DFP (Davidon, Fletcher, Powell), Broyden (Broyden),
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Modifierade lokala sokmetoder
Forsok &tgirda nackdelar:
Newtons metod: d(K) = —H(x(M)=1vf(x(K).

Det ar jobbigt att berdkna och invertera H i varje iteration i Newtons
metod.

Forenkling av Newtons metod:

Kvasi-Newtonmetoder: Ersitt H~! med en enklare beriknad approximation.

Approximationen uppdateras med enbart gradienter.

Flera varianter finns: DFP (Davidon, Fletcher, Powell), Broyden (Broyden),
BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) och SR1 (symmetric rank 1).

Krangliga formler for effektiv direkt uppdatering av inversapproximationen.
(Finns i Nileopt.)
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Kvasi-Newtonmetoder

Formler enligt Wikipedia:

Mathod By = Hyp= Bl =
yu Az Azyyy Yy AzgAxf  Hyyui Hiy
el - Bl - ar k T ==
Yy Az, Y ATy )y Axy Yy, ATy Yy Hiyr
T T Ty T g7 T
Bras B+ gkyk _ BkAI;(BkAIk) I yrlxy, o (1 Yy ArpAxy
oyl Az AxT B, Az yrAzy, yi Ay yp Axy,
yr — Bpldx, |, o (Axy — Hyyp) Azl Hy,
B = - = Aotk T Pkdk) by Sk
Broyden k1 A:E;{ Az oy H, + AI{H;C o
Broyden family (1 — @k)BkBﬁas + @kBi?fIP! pEe [[], 1]
sr1 B, 4+ W= BrAz) (e — By Azy)” A, + (B2 = i) (A, — Hig)”
(yr — Bi Axy)T Axy, (Azy, — Hyy) Ty
TR S



Kvasi-Newtonmetoder

Formler enligt Wikipedia:

Method By = Hepi =Byl =
Ye AJ’E Aﬁ"ky{ y;cyf Az, Azi  Hpywi Hi
el - Bl - ar k T ==
Yi Az Y Axy yj Axy Ui Ay yi Hiyi
T T Ty T g7 T
sres By + gkyk _ BkAx;(BkAIk) 7 y;ﬂ:c,c i y;Axk A‘;k/_\xk
yt Az AxTBy, Az, i ATy Yi Ay Y Axy
Yo — BeAxy, | 1 (Axy — Hyyp) Azl Hy,
B+ = —= Aotk = DkVR) S
Broyden E+ A:E;{ Az Ty H, + A:J:'{Hk "
Brayden family (1 — @k)BkBﬁas + @kBi?fIP! pE [[], 1]
sr1 B, 4+ W= BrAz) (e — By Azy)” A, + (B2 = i) (A, — Hig)”
(yr — Bi Axy)T Axy, (Azy, — Hyy) Ty

Vi ska inte g& in pa detaljer har.
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Kvasi-Newtonmetoder

Formler enligt Wikipedia:

Method By = Hepi =Byl =
Ye AJ’E Aﬁ"ky{ y;cyf Az, Azi  Hpywi Hi
el - Bl - ar k T ==
Yi Az Y Axy yj Axy Ui Ay yi Hiyi
T T Ty T g7 T
orcs B+ gkyk B BkAx;(BkAIk) (I a y;ﬂ:c,c ) ¥ (I B y;Axk ) A‘;k/_\xk
yt Az AxTBy, Az, i ATy Yi Ay Y Axy
Yo — BeAxy, | 1 (Axy — Hyyp) Azl Hy,
B+ = —= Aotk = DkVR) S
Broyden E+ A:E;{ Az Ty H, + A:J:'{Hk "
Brayden family (1 — @k)BkBﬁas + @kBi?fIP! pE [[], 1]
sr1 B, 4+ W= BrAz) (e — By Azy)” A, + (B2 = i) (A, — Hig)”
(yr — Bi Axy)T Axy, (Azy, — Hyy) Ty

Vi ska inte g& in pa detaljer har.

Men de finns i Nileopt. | lab 1 kan ni jamfdra dem.
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Modifierade lokala sokmetoder

Forsok atgirda nackdelar:

Brantaste lutningsmetoden: d(¥) = —Vf(x(¥).

Brantaste lutningsmetoden kan bli 1angsam p.g.a. sicksackning.
Problemet ar att narliggande sokriktningar ar ortogonala.
Forbattring av brantaste lutningsmetoden:

Konjugerade gradientmetoder: Modifiera riktningen for att undvika
sicksackning, genom att addera in tidigare gradienter (p3 olika satt).
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Modifierade lokala sokmetoder

Forsok atgirda nackdelar:

Brantaste lutningsmetoden: d(¥) = —Vf(x(¥).

Brantaste lutningsmetoden kan bli Idngsam p.g.a. sicksackning.
Problemet ar att narliggande sokriktningar ar ortogonala.
Forbattring av brantaste lutningsmetoden:

Konjugerade gradientmetoder: Modifiera riktningen for att undvika
sicksackning, genom att addera in tidigare gradienter (p3 olika satt).

Satt d(0) = —VF(x(K)) + Bdk-D).

Flera varianter (kréngliga formler) for att berdkna § finns: FR
(Fletcher-Reeves), HS (Hestenes-Stiefel), PR (Polak-Ribiere).
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Modifierade lokala sokmetoder

Forsok atgirda nackdelar:

Brantaste lutningsmetoden: d(¥) = —Vf(x(¥).

Brantaste lutningsmetoden kan bli Idngsam p.g.a. sicksackning.
Problemet ar att narliggande sokriktningar ar ortogonala.
Forbattring av brantaste lutningsmetoden:

Konjugerade gradientmetoder: Modifiera riktningen for att undvika
sicksackning, genom att addera in tidigare gradienter (p3 olika satt).

Satt d(0) = —VF(x(K)) + Bdk-D).

Flera varianter (kréngliga formler) for att berdkna § finns: FR
(Fletcher-Reeves), HS (Hestenes-Stiefel), PR (Polak-Ribiere).

(Finns i Nileopt.)
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Konjugerade gradientmetoder

Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),
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Konjugerade gradientmetoder
Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),

Formler for att berakna §:
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Konjugerade gradientmetoder

Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),

Formler for att berakna §:
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Fletcher-Reeves: 3 = %
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Konjugerade gradientmetoder

Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),

Formler for att berakna §:

(k)12
Fletcher-Reeves: 3y = %

H f(x(NT (k)
Polak-Ribiere: 8, = M
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Konjugerade gradientmetoder
Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),

Formler for att berakna §:

V£ (xk)Y|2
Fletcher-Reeves: 3 = M

H f(x(NT (k)
Polak-Ribiere: 8, = M

. . VAT k)
Hestenes-Stiefel: 5; = DTy 0
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Konjugerade gradientmetoder
Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),

Formler for att berakna §:

V£ (xk)Y|2
Fletcher-Reeves: 3 = M

H f(x(NT (k)
Polak-Ribiere: 8, = M

V(x0T 0

Hestenes-Stiefel: 5; = DTy 0

dar y() = VF(x(F)) — v (x(k-D).
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Konjugerade gradientmetoder
Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),

Formler for att berakna §:

V£ (xk)Y|2
Fletcher-Reeves: 3 = M

H f(x(NT (k)
Polak-Ribiere: 8, = M
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Konjugerade gradientmetoder
Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),

Formler for att berakna §:

V£ (xk)Y|2
Fletcher-Reeves: 3 = M

H f(x(NT (k)
Polak-Ribiere: 8, = M

V(x0T 0

Hestenes-Stiefel: 5; = DTy 0

dar y() = VF(x(F)) — v (x(k-D).

(Vi ska inte g& in p& varfor.)

Vilken ar bast?
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Konjugerade gradientmetoder
Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),

Formler for att berakna §:

V£ (xk)Y|2
Fletcher-Reeves: 3 = M

H f(x(NT (k)
Polak-Ribiere: 8, = M

V(x0T 0

Hestenes-Stiefel: 5; = DTy 0

dar y() = VF(x(F)) — v (x(k-D).

(Vi ska inte g& in p& varfor.)
Vilken &r bast? Det beror p& f(x).
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Konjugerade gradientmetoder
Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(k) = —Vf(x(K) 4 g, d(k—1),

Formler for att berakna §:

V£ (xk)Y|2
Fletcher-Reeves: B = M

H f(x(NT (k)
Polak-Ribiere: 8, = M

V(x0T 0

Hestenes-Stiefel: 5; = DTy 0

dar y(K) = V£ (x(F)) — v (xk-D).

(Vi ska inte g& in p& varfor.)

Vilken &r bast? Det beror p& f(x). Man kan préva med Nileopt.
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3D function plot

Problem:

Variables: x1x2
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Right
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min obj: 0.26x142+0.26x2"2-0.48x1x2
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|Variables: 2. Constraints: 0.

Problem: fu_Matyas.
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Iteration: 3 Method: Steepest descent. Good line search.

376 -2.339. Value: 0.223.

Function: Matyas

ion 2-3

, Iteration

Brantaste lutningsmetoden
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Nonlinear Programming

3D function plot

Problem:

Variables: x1x2

P

Right

Center

min obj: 0.26x142+0.26x2"2-0.48x1x2

Tum | Zoom out

View angle 1

Zoom in

|Variables: 2. Constraints: 0.

Problem: fu_Matyas.

Edit ‘ Step ‘ Run ‘ Start point ‘ Clearp\otl Function ‘ Method ‘ Openopt. ‘

|(e.168 11.105)

Function: Matyas

Iteration: 7 Method: Steepest descent. Good line search.

.498 -0.490. Value: 0.010.

4-7.

, Iteration

Brantaste lutningsmetoden
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3D function plot

Problem:

Variables: x1x2

P

Right

Center

min obj: 0.26x142+0.26x2"2-0.48x1x2

Tum | Zoom out

View angle 1

Zoom in

|Variables: 2. Constraints: 0.

Problem: fu_Matyas.

Edit ‘ Step ‘ Run ‘ Start point ‘ Clearp\otl Function ‘ Method ‘ Openopt. ‘

|(2.084 11.395)

Function: Matyas

Gradient small

Iteration: 29 Method: Steepest descent. Good line search.

.21e-05 -9.064e-05. Value: 3.345e-10.

ion 8-29

, Iteration

Brantaste lutningsmetoden
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Nileopt

Format for olinjéra optimeringsproblem i Nileopt (GMPL,AMPL):
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Nileopt

Format for olinjéra optimeringsproblem i Nileopt (GMPL,AMPL):

Problemet
min f(x) = x2 + 2x3 + x1x2 + 2x1 — X2
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Nileopt

Format for olinjéra optimeringsproblem i Nileopt (GMPL,AMPL):

Problemet
min f(x) = xZ + 2x3 + x1x2 + 2x1 — X2

skrivs in i Nileopt som
var x1;

var x2;
min obj: x172+2%x272+x1*x2+2%x1-1%x2;
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Nileopt

Format for olinjéra optimeringsproblem i Nileopt (GMPL,AMPL):

Problemet
min f(x) = xZ + 2x3 + x1x2 + 2x1 — X2

skrivs in i Nileopt som
var x1;
var x2;

min obj: x172+2%x272+x1*x2+2%x1-1%x2;

For att fa fram “upphdjt till” (=) krévs ett extra mellanslag.
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Nileopt: Format

Problemet
min f(x) = 2x12 — 2x1x0 + 3%
X12 + x22 < 1
da x1+xx < 1
xx1+x <2
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Nileopt: Format

Problemet
min f(x) = 2x12 — 2x1x0 + 3%
xf—%x% < 1
da x1+xx < 1
xx1+x <2

kan skrivas in i Nileopt som

var x1;
var x2;

minimize obj:
2%x172 - 2%x1*x2 + 3%*x2;

subject to conl: x172 + x272 <= 1;
s.t. con2: x1 + x1*x2 <= 1;
st con3: x1+x2<=2;
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Nileopt med bivillkor
min  f(x) x2 + 2x2

da X1 + X2

X1

VIV IV
o

X2

X0 NLEOFT: Noriiiear Gptrmation oG
Ele_gptimizaion Visualzation_Graph optimizaton_telp

Nonlinear Programming
35 function piot Contour plot

=,

T HAHH
I
77777

Variables: x1 x2 Move view of functon
iy
min obj: x112+2.0x2"2 = (oo ]
subject to con’: 1.0x1-1.0x2 <=-1 oown
subject to con2: -1.0x1 <=0
Slbjectfo con: 1.0x2 << 0 | Zoomin | Tum | Zoomout |
i View angle 1
[ ot | step [ mun | startpoint | clearplot | Function | wethod | openopt | [Problem:foex0t. Variables:2. Constraints: 3.

[Function: File_foex01 [
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Nileopt med bivillkor

X

NILEOPT: Nonlinear Optimization
File Optimization Visualization Graph optimization Help

Nonlinear Programming

3D function plot

Contour plot

Problem:

Variables: x1 x2 Move view of function

min obj: x172+2.0x2"2 J

Down
subject to con2:-1.0x1 <=0

View angle 1

|

[ ]
Left center Right
subject to con1:-1.0x1-1.0x2 <=-1
subject to con3:-1.0x2 <=0 Zoom in Turn Zoom out

Edit | Step | Run | Startpoint | Clearplot | Function | Method | openopt | [Problem: foex01. |Variables: 2. Constraints: 3.

Function: File_foex01
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| laboration 1 ska ni:
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Laboration 1

| laboration 1 ska ni:

e Skriva in olinjéra optimeringsproblem enligt reglerna.
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Laboration 1

| laboration 1 ska ni:

e Skriva in olinjéra optimeringsproblem enligt reglerna.

e Ldsa olinjéra problem med bivillkor med fardig programvara (Cobyla).
e lllustrera KKT-villkoren grafiskt.

e Testa olika metoder fér olinjara problem utan bivillkor pa olika funktioner.
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e Skriva in olinjéra optimeringsproblem enligt reglerna.

e Ldsa olinjéra problem med bivillkor med fardig programvara (Cobyla).
e lllustrera KKT-villkoren grafiskt.

e Testa olika metoder fér olinjara problem utan bivillkor pa olika funktioner.
e Intressanta fragor:

Hur mycket sdmre ar brantaste lutningsmetoden an Newtons metod?
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| laboration 1 ska ni:

e Skriva in olinjéra optimeringsproblem enligt reglerna.

e Ldsa olinjéra problem med bivillkor med fardig programvara (Cobyla).

e lllustrera KKT-villkoren grafiskt.

e Testa olika metoder fér olinjara problem utan bivillkor pa olika funktioner.
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Laboration 1

| laboration 1 ska ni:

e Skriva in olinjéra optimeringsproblem enligt reglerna.

e Ldsa olinjéra problem med bivillkor med fardig programvara (Cobyla).

e lllustrera KKT-villkoren grafiskt.

e Testa olika metoder fér olinjara problem utan bivillkor pa olika funktioner.

e Intressanta fragor:
Hur mycket sdmre ar brantaste lutningsmetoden an Newtons metod?
Ar sicksackning verkligen ett problem fér brantaste lutningsmetoden?
Ar konjugerade gradientmetoder bittre dn brantaste lutningsmetoden?
Ar kvasi-Newtonmetoder bittre dn brantaste lutningsmetoden?
Ar kvasi-Newtonmetoder simre dn Newtons metod?

Ar icke-konvexa problem svarare in konvexa?
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