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Olinjart exempel

Det lilla nystartade bryggeriet Frikeller ska designa en ny &l, med en
blandning av Amarillo-humle och Citra-humle.

L&t x; std for andelen Amarillo och x» andelen Citra.

Efter omfattande undersékningar kommer man fram till att smaken blir
bist om man minimerar féljande funktion: f(x) = x? 4+ 2x3 — 2x; — x.

Bivillkor: 0 < x3 <1,0<x <1, ochxg +x <1.
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Optimum?

Se forelasning 2:

Globalt minimum.

Lokalt minimum.

Konvex mangd.

Snittet av konvexa mangder ar konvext.
Konvexkombination.

Extrempunkt.
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Optimalitetsvillkor

En viss punkt ar inte optimal om vi vill och f&r g4 till en annan punkt,

dvs. om det finns ndgon punkt som &r battre (enligt m&lfunktionen) och
tillaten (enligt bivillkoren).

En punkt &r inte optimal om det finns en tilldten forbattringsriktning.
(Lokalt kriterium.)

Giller omvandningen?

Vi ar ndrsyntal Vad hander utanfor vért synfalt?

Vilka slutsatser kan man dra av lokala egenskaper?

Ar I6sningen lokalt optimal?

Ar I6sningen globalt optimal?

For att kunna sdga ndgot sikert behdvs exakta matematiska definitioner.
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Konvex funktion

Konvex funktion: “Glad mun.” Snall funktion f6r minimering. (rita)
Linjesegmentet mellan tva punkter ligger ovanfér funktionen.

Definition

En funktion f(x) ar konvex om

FOX® (1 = A)x®)) < M (xW) + (1 = V) F(x®) for alla
xM, x@ o< <.

Exempel: f(x) = x?

Exempel: f(x) = 3x;
Kombinera konvexa funktioner:

e fi(x) + fo(x) ar konvex om f(x) och f(x) ar konvexa.

@ kf(x) ar konvex om f(x) ar konvex och k > 0.

Exempel: f(x) = 2x? + 3x3
f(x) = 127x2 + 921x3 + 78x1 + 43x4 — 12xs
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Differentierbar konvex funktion

Egenvarden hos Hessianen: (jamfér med andraderivator i endimensionella fallet)
Positivt semidefinit matris < egenvarden > 0.

Positivt definit matris < egenvarden > 0.

Sats

Om f(x) ar en tvd ganger kontinuerligt differentierbar funktion, s& ar f(x)
konvex om dess hessian H(x) ar positivt semidefinit, och strikt konvex om
H(x) ar positivt definit.

Berdkna egenvarden och kolla.

Metod med underdeterminanter:
Om varje ledande underdeterminant 3r positiv, ar alla egenvarden positiva.

En “ledande underdeterminant”, hy, berdknas med de k forsta raderna och
kolumnerna, dvs. alla kvadratiska delmatriser som borjar i Gvre vanstra
hornet.
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Konvex mangd given av bivillkor
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Bivillkor definierade av en funktion: (rita)

Sats

Om g(x) ar en konvex funktion, s3 ger punkterna som uppfyller g(x) < b
en konvex mangd.

Exempel: x2 < 3

X1 -I—x2 <17

127X1 + 921x2 + 78x1 + 43x4 — 12x5 < 473

23x1 4+ 72x» + 55x3 < 17

23x1 + 72xp + 55x3 > 17 (dvs. —23x; — 72xp — 55x3 < —17)
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Differentierbar konvex funktion

Exempel: min X12 + 2x22 — 2X1X0.

2X1 — 2X2 )

Gradienten ar Vf(x) = ( Axy — 2x:
2 — 1

Hessianen dr H(x) = ( _; _i )

Dess egenvirden ar 3 — /5 ~ 0.7639 och 3 + /5 ~ 5.2361, bada positiva,
sd Hessianen &r positivt definit, vilket visar att funktionen f(x) ar konvex.

Metod med underdeterminanter:

h1 =2>0.

hy =244 —(=2)%(—2)=8—4=14>0.

Sa alla ledande underdeterminanter ar positiva, vilket betyder att alla

egenvarden ar positiva, Hessianen ar positivt definit, och funktionen f(x) ar
konvex.
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Konvexitetskontroll

o Praktisk konvexitetskontroll av funktion:
» Dela upp i konvexa bitar.
» Anvind satserna.
» | varsta fall berdkna egenvérden.

e Kanda konvexa funktioner:

f(x) = a (konstant)

(x) = |xj| (belopp)

(x) = x7 (kvadrat)

(x) = Zauxj (linjar)

o Konvext problem (min): Konvex malfunktion, konvex tilliten mangd.

>

> f
> f
f'

v

X

@ Varfor ar detta intressant?
Ett lokalt optimum i ett konvext problem &r alltid ett globalt optimum!
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Frikeller-exempel

min f(x) = x2 +2x3 — 2x1 — x

ddxg+x<lsamt0<x3<loch0<x <1

Malfunktion: Summa av konvexa funktioner => Konvex.
Bivillkor: Alla linjara => Konvex tilldtet omrade.

=> Problemet konvext.

Olinjar optimering utan bivillkor

| en avtaganderiktning minskar funktionsvardet.
| en 6kanderiktning dkar funktionsvardet.

En riktning d ar en avtaganderiktning for f(x) i x om Vf(x)"d < 0.
En riktning d ar en dkanderiktning for f(x) i x om V£(x)"d > 0.

En dkanderiktning pekar in i samma halvrum som gradienten,
en avtaganderiktning gor inte det.

Exempel: Ar riktningen d = ( L ) en avtaganderiktning till funktionen

-1

f(x) = x2 + 2x3 i punkten & = < ; )?

Vf(x) = ( iz ) VF(X) = ( 1‘2‘ ) S8 VF(X)'d=4—-12=-8<0.

Ja, det ar en avtaganderiktning.
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Olinjar optimering utan bivillkor

Flervariabelanalyskunskap:
Gradienten, Vf(x), anger lutningen av funktionen f(x),

pekar i den riktning dar funktionen f(x) okar snabbast.

Max f(x): g8 i riktningen Vf(x). (Min f(x): g& i riktningen —Vf(x).)
Var ligger optimum till min f(x)?

f(x) konvex, differentierbar: Vf(X) =0 = X &r globalt minimum.

f(x) ej konvex, men differentierbar: V(%) = 0 = Lutningen &r noll.

X kan vara ett lokalt minimum, ett lokalt maximum eller en sadelpunkt.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering
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Olinjar optimering med bivillkor

min  f(x)

dd gi(x)<0 i=1,....m

Var ligger optimum?

Inga aktiva bivillkor: Som utan bivillkor. Vf(x) = 0.

Ett eller flera aktiva bivillkor: Det f&r inte finnas nagon tilldten
forbattringsriktning.

—Vf(x) ar den mest dnskade riktningen (brantaste lutningen).
Alla riktningar d med V£ (x)"d < 0 ir avtaganderiktningar.

Om bivillkoret gj(x) < 0 &r aktivt, far gj(x) inte dka.
Vgi(x) ar d& den mest forbjudna riktningen (utétriktade normalen).
Alla riktningar d med Vg;(x)Td > 0 &r forbjudna.

Sa hur vet man om alla avtaganderiktningar ar forbjudna?
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Exempel Exémpel
Exempel: min X12 + x22 —x1x0—x1 — X déd xg +x <1, xo <0.4. \
Skriv bivillkoren som g1(x) =x1 +x —1 <0, go(x) =x —0.4<0.
Gradienter:

(2 ) sa (1) setn=(9)

Ar %1 = 0.6, X = 0.4 optimal?

Ar punkten tillaten? Kolla:
gi1(X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt.
g2(%) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt.

Punkten ar tilldten. Bada bivillkoren aktiva. ‘ \
N —0.2
VI(%) = ( _0.8 ) Nej, forbattringsriktningarna ticks helt av de férbjudna riktningarna.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor
Problemet: . .
robleme min £(x) Analys av KKT-V|-IIkoren for problemet:

dd gi(x)<0 i=1,....m min  f(x)

dd gi(x)<0 i=1,....m

Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:
Vi ska kontrollera om den givna punkten X dr en KKT-punkt.
Punkten X dr en KKT-punkt om féljande ar uppfyllt.

KKT1: gi(x) <0 for alla i.
KKT2: ujgi(x) = 0 for alla i.

KKT1: Kolla att gj(x) < 0 for alla i.

Kontrollera att punkten ar tillten.

KKT3: V(%) + Z uiVgi(%) = 0. KKT2: Se till att ujgj(X) = 0 for alla i genom att satta vissa u; = 0.

i=1 Ska gora en projektion av malfunktionen p& de aktiva bivillkoren.

KKT4: u; > 0 for alla i. For att bara f& med de aktiva bivillkoren, satts u; = 0 for alla icke aktiva

bivillkor, dvs. de som har gj(x) < 0.
En KKT-punkt ar optimal om problemet ar konvext.

(I tvé dimensioner kan man se detta grafiskt.)
Vad ar detta???
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Analys av KKT-villkoren for problemet:
min  f(x)
dd gi(x)<0 i=1,....m

KKT1 och KKT2 ser till att punkten ar tilldten, och att u; = 0 for alla icke
aktiva bivillkor.

Gor nu projektionen, dvs. berdkna resterande u;:

KKT3: VF(%)+ ) ujVgi(%) = 0.

i=1
Z uiVgi(%

Observera att —Vf(X) ar var onskerlktnlng, medan Vg;(X) ar utdtriktade
normaler till bivillkoren, dvs. de mest forbjudna riktningarna.

som ar samma som —V{(X) =

Vi skriver dnskeriktningen som en kombination av forbjudna riktningar.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

KKT4 tillsammans med KKT3, KKT2 och KKT1 bevisar att ingen tilldten
forbattringsriktning finns i punkten X, sd X kan vara optimal.

En sddan punkt kallas KKT-punkt.

For att en KKT-punkt sdkert ska vara optimal, kravs konvexitet.

Annars kan det vara ett lokalt optimum eller en sadelpunkt (eller ndgon
annan konstig punkt).

Detta ar ett satt att kontrollera om en viss given punkt ar optimal.
D& ar alla gradienter givna, och bara u behdver |6sas ut.

KKT3 ger da ett linjart ekvationssystem.
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Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor

Z u,-Vg,-()?).

i

Vi har rdknat ut v sd att —VF(X) =

Pastdende: Om u; > 0 for alla i, s& ar alla forbattringsriktningar otilldtna.

Multiplicera med en valfri riktning d: —V £ (%

Td Z uiVgi(x

Om d ir en tillaten riktning, s& 3r Vgi(X)Td < 0 for aIIa i
Om u; > 0 for alla /, s& blir Z uVegi(X)Td <0,

vilket betyder att —Vf(%)7d § 0, dvs. VF(%)7d >0,
vilket visar att d inte dr en avtaganderiktning.
A andra sidan, om n&got u; < 0, s& giller inte detta.

S& for saker optimalitet kravs: KKT4: u; > 0 for alla /.

15 september 2022
Olinjar optimering med bivillkor: Optimalitetsvillkor
min  f(x)
dd gi(x)<0 i=1,....m
Karush-Kuhn-Tuckervillkoren:

Punkten X &r en KKT-punkt om féljande ar uppfyllt.
KKT1: gi(x) <0 for alla i. (Tillatenhet)
KKT2: ujgi(x) =0 for alla i. (Plocka bort inaktiva bivillkor)

+ Z U:Vg: =

KKT4: u; >0 for a||a i

KKT3: VF(x (Projektion)
(Kolla riktning)

KKT3 &r ett linjart ekvationssystem i u som kan |6sas metodiskt.

15 september 2022
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Tolkning av KKT-villkoren Vart tidigare exempel

min X12—|—X22—X1X2—X1—X2 dd x1 +x <1, xo <0.4.

KKT1 tar bort otilldtna punkter. Ar %1 = 0.6, X = 0.4 optimal?
KKT?2 tar bort inaktiva bivillkor. N —0.2 1 0

V(X)) = ( 08 ) Vai(x) = ( 1 ) Var(x) = ( 1)
KKTS3 projicerar dnskeriktningen —V f(x) pé aktiva bivillkors normaler .
Vgi(x). KKT1: Ar punkten tilldten?
KKT4 kontrollerar att onskeriktningen —Vf(x) ligger i konen som spanns gi(%X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt. KKT2: u; behdver inte vara noll.
upp av aktiva bivillkors normaler Vg;(x), g2(X) = 0. Tillatet. Bivillkoret aktivt. KKT2: up behdver inte vara noll.
dvs. att alla forbattringsriktningar ar otillatna. Punkten ar tilldten. KKT2: Inget av u; eller up méste vara noll.

—0.2 1 0 0

Hur gor man med likhetsbivillkor? KKT3: ( —0.8 ) T < 1 ) Tt ( 1 ) o ( 0 )
De ar alltid aktiva, och u; < 0 ar tilldtet, s& KKT2 och KKT4 behdvs inte Dvs. u; = 0.2, u; + up = 0.8, vilket ger vy = 0.2, up = 0.6.
for dessa bivillkor. KKT4 uppfyllt, u; > 0 och uy > 0.

Punkten &r optimal, ty den dr en KKT-punkt och problemet ar konvext.
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Grafisk tolkning av KKT-villkoren KKT-villkoren och optimalitet

En KKT-punkt kan vara optimum.
Om problemet ar konvext, s& ar en KKT-punkt ett globalt optimum.

Om problemet inte dr konvext kan det finnas KKT-punkter som inte dr
optimala. Vissa KKT-punkter kan vara lokala optima.

Det finns vissa krav, kallade CQ (Constraint Qualification), for att
optimum ska vara en KKT-punkt. Om inget CQ ar uppfyllt, kanske det inte
finns ndgon KKT-punkt. (CQ kan i denna kurs antas vara uppfyllda.)

N
En tilldten forbattringsriktning finns. Om nagot CQ &r uppfyllt, och problemet ar konvext, &r alltsd optimum och
bara optimum ar en KKT-punkt.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min f(x) = x? +2x3 di g(x) =x1 +x + 1 < 0.
Ar %1 = —0.5 och % = —0.5 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.
KKT2: Bivillkoret ar aktivt. (S& u behdver inte vara 0.)

KKT3: VF(%) = ( :; ) och Vg(%) = ( 1 )

. -1 1 0
KKT3bI|r(_2>+u( 1)—(()),
vilket betyder u = 1 och u = 2. Ej |6sbart.
X ar alltsd ingen KKT-punkt.
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 =1 och % = 0 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.

KKT2: g1(X) = 0. (u1 behdver inte vara 0.)
KKT2: go(X) = -1 < 0. (up =0.)

KKT2: g3(X) = 0. (u3 behdver inte vara 0.)

0

s (3) ca( 1) ( 2)-(3)

KKT3: VF(X) = ( 2 )

dvs. 2 —u; =0, —u; — uz3 = 0, vilket har 16sningen u; = 2 och uz = —2.

X ar ingen KKT-punkt, ty uz < 0.
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KKT-villkoren: Exempel

Exempel: min xl2 + 2x22 ddxi+x>1,x>0, x> 0.

Skriv bivillkoren som
gl(X) =—x1—x +1<0, gg(X) = —x1 <0, g3(X) = —x» <0.

Gradienter: V£ (x) = ( jjz ) Vai(x) = ( j ) Ve (x) = < _(1) )

Vgs(x) = ( B )
o (22 Va7 )i D) el 0)=(2)

Satt in de punkter som ska testas.
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KKT-villkoren: Exempel

Ar %1 = 0 och % = 1 optimal?

KKT1: Punkten ar tillaten.

KKT2: g1(X) = 0. (u1 behdver inte vara 0.)
KKT2: go(X) = 0. (u2 behdver inte vara 0.)
KKT2: g3(%X) = —-1<0. (u3=0.)

KKT3: VF(X) = ( 0 )

4
) 0 -1 -1 0
KKT3b||r(4)+u1<_1)+u2( O)_(0>'
dvs. —uy —up =0, 4 — uy = 0, vilket har 16sningen u; = 4 och uy = —4.

X ar ingen KKT-punkt, ty up < 0.
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KKT-villkoren: Exempel

Istallet for att ange en punkt kan man anta vilka bivillkor som ar aktiva.

(Detta fungerar bara ibland.)

Antag att x; + xo = 1 ar aktivt och att x; > 0 och x, > 0.
Dvs. gi1(X) =0, g2(X) < 0 och g3(X) < 0.
KKT2 ger dd up = 0 och u3 = 0.

. 2x: -1 0
KKT3 blir d& ( 4x; )+u1< 1 ) = ( 0 >
vilket betyder 2x; — u; = 0 och 4x; — u; = 0.
Los ut x i u: x; = u1/2 och xp = uy /4.
Antagandet x; + xo =1 gerdd x; + xo = u1 /2 + 11 /4 =1,
vilket ger u; = 4/3, och x; =2/3 och x» = 1/3.
Detta en KKT-punkt, ty u; > 0, och globalt optimum, ty problemet ar
konvext.

15 september 2022
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Frikeller-exempel

min f(x) = xZ +2x3 — 2x; — xp dd x1 +x2 < 1, x1 > 0 och xp > 0.

Nu %X = (0,1):
KKT1: Punkten ar till3ten.
KKT?2: Bivillkor 1 och 2 aktiva, bivillkor 3 inte. => u3 = 0.

ot (3 ) v (1) re( 7o) = ()

dvs. uy — up =2, u; = —3, vilket har [6sningen u; = —3 och up = —5.
x ar ingen KKT-punkt, ty u; < 0 och uy < 0.
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Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering

29 / 48

31/ 48

Frikeller-exempel

min f(x):x12+2x22—2x1—x2 dd x; +x <1, xx >0o0chx>0.

(Bivillkoren x; <1 och x, < 1 redundanta. Ta bort.)
Konvext.

Ar det optimalt att bara anvinda en sort?

Kolla punkterna (1,0) och (0,1).

Forst x = (1,0):

KKT1: Punkten ar tilldten.

KKT2: Bivillkor 1 och 3 aktiva, bivillkor 2 inte. => up, = 0.

s () (1) on( 2)-(3)

dvs. uy =0, u; — uz = 1, vilket har lésningen u; = 0 och uz = —1.

X ar ingen KKT-punkt, ty uz < 0.
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Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering

Frikeller-exempel

min f(x):x12+2x22—2x1—xQ dd x1 +x <1, xg >0o0ch x >0.

Antag istéllet att 0 < x; <1, 0 < x2 <1 och x; +x = 1.
KKT2: Bivillkor 1 aktivt, bivillkor 2 och 3 inte. => u», =0, uz = 0.

2% =2 1\ [0
KKT3.(4X2_1)+U1(1>_(0>,

dvs. 2x1 + 11 =2, 4xp + u; = 1, vilket ger x; = (2 — u1)/2 och
X2 = (1 — ul)/4.

30 / 48

KKTL: x1 +x2 =1ger (2—u1)/2+ (1 — u1)/4 =1, vilket ger uy = 1/3.

Det ger x; = 5/6 och xo = 1/6.

x1 > 0 och xo > 0 s8§ KKT1 ar uppfyllt.

Detta ar en KKT-punkt.

Optimum, ty problemet konvext.

Svar: Anvand proportionerna 5/6 Amarillo och 1/6 Citra.
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Olinjar optimering utan bivillkor: Metoder
min f(x)

Generell s6kmetod:
@ Finn en startpunkt, x(K) Sstt k=1,
@ Beradkna en sokriktning, dk).
© Om ||dW|| < & stopp.
© Berikna en steglingd, t(¥).
9 Om t(A < ¢ stopp.
@ Satt x(kH1) = x(k) 4 +(K (k) St k = k + 1 och g3 till 2.

Steglangd: For en given riktning bestdms t med linjes6kning
(en-dimensionell optimering):

Finn t(6) ur min £(x(0) + td (%)),
t>0

(I denna kurs analytiskt.)
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Grundlaggande lokala sokmetoder

Sékriktningen kan berdknas p3 flera olika satt.
Gradienten Vf(x) pekar i den riktning dar funktionen f(x) &kar snabbast.
Vill man minimera f(x) verkar —Vf(x) vara en bra riktning att g& i.

Brantaste lutningsmetoden: Sitt d(K) = — V£ (x(k)).

Ta med andra ordningens information (dvs. sikta mot minimum av andra
ordningens approximation av f(x)):

Newtons metod: Sitt d(¥) = —H(x(M) =1 f(x(k).

Brantaste lutningsmetoden &r robust, men kan sicksacka. (lab 3)

Newtons metod anvander andra ordningens approximation och ar generellt
sett starkare men jobbigare och kan fallera utan konvexitet.
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Olinjar optimering utan bivillkor: Linjesokning

Exempel pa linjesdkning for funktionen f(x) = 2xZ + x5 — 3x1 + x2

i punkten X = < ; ) och riktningen d = ( :1 )

_ R (1 -1\ [ 1-t
Vérnyapunktbllrx(t)—x+td—(2)+t(_1>—<2_t)'

Satt in i funktionen:

F(x(t))=2(1—t)>+(2—-t)>=3(1—t)+(2—t) =2(1+t>—2t) +(4+t>—
4t)—3+3t+2—t =24+2t> 4t +4+t>—4t—3+3t+2—t = 3t2— 6t +5.
Derivera: f'(x(t)) = 6t — 6.

Satt derivatan till noll (om funktionen ar konvex): f'(x(t)) =6t —6 =0
ger t =1.

Satt in i nya punkten: x(1) = ( ;:1 ) = < (1) )

Kaj Holmberg (LiU) TAOP88 Optimering

Lokala s6kmetoder: Exempel
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Exempel: min 3x12 + 2x22 — Xoxo — 3x1 — 4xo. Gradienten ar

. 6X1 — X2 — 3 . . o 6 —1
Vif(x) = ( bxy —x1 4 ) Hessianen ar H(x) = ( 1 4 ) Dess

egenvarden dr 3.6 och 6.4, bada positiva, s& funktionen f(x) ar konvex.

2

| punkten X1 = 1 och % =1 har vi Vf(x) = ( 1

> , s3 brantaste

lutningsriktningen ar dp, = ( _i >

Vi har H1 = % 613 , & Newtonriktningen blir

w4 (11)(3)-4(1)

Newtonriktningen pekar precis mot optimum (eftersom funktionen &r
konvex och kvadratisk). Optimal steglangd blir d& 1.

4
1
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Lokala sokmetoder: Exempel

Exempel: min —3x12 — 2x22 — xox2 — 3x1 — 4xp. Gradienten ar
[ —bx1 —x2—3 . N ([ -6 -1
Vif(x) = ( Cdy x4 ) Hessianen ar H(x) = < 1 _a ) Dess

egenvarden dr ung —6.4 och —3.6, s8 funktionen f(x) &r inte konvex.

—10

| punkten %3 = 1 och % =1 har vi Vf(x) = ( 9

) , s& brantaste

lutningsriktningen &r dp, = ( 18 >

4 1
. -1 _ 1
Vi har H =53 1 _6

_ o -4 1 —-10 -31
wewvn-a(3 ) (2)-( )

Newtonriktningen ar inte en avtaganderiktning, utan en okanderiktning.
Linjesdkning skulle ge steg noll.

, s& Newtonriktningen blir
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Modifierade lokala sokmetoder
Forsok &tgarda nackdelar:
Newtons metod: d() = —H(x(K))=1vf(x(K).

Det ar jobbigt att berdkna och invertera H i varje iteration i Newtons
metod.

Forenkling av Newtons metod:

Kvasi-Newtonmetoder: Ersitt H~! med en enklare berdknad approximation.

Approximationen uppdateras med enbart gradienter.

Flera varianter finns: DFP (Davidon, Fletcher, Powell), Broyden (Broyden),
BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) och SR1 (symmetric rank 1).

Krangliga formler for effektiv direkt uppdatering av inversapproximationen.

(Finns i Nileopt.)
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Modifierade lokala sokmetoder

Forsok atgarda nackdelar:
Newtons metod: d(k) = —H(x(kK))=1vf(x(K).

Newtons metod fungerar daligt for ickekonvexa funktioner.

Kan t.o.m. ge &kningsriktning (istallet for avtaganderiktning).

Konvexifiering:

Levenbergs modifiering av Newtons smetod: Ersatt H med H + v/.
Som att addera konvexa termen v(x? + x3 + ... + x2).
v = 0 ger Newtons metod.

Ett mycket stort v ger i princip brantaste lutningsmetoden.

Storre v ger “mer positiva” egenvarden, dvs. en “mer konvex” funktion.
Tillrackligt stort v ger konvex funktion.

Jamfor med mest negativa egenvérdet av H.
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Kvasi-Newtonmetoder
Formler enligt Wikipedia:
Method By = Hpy = B;il =
cAxT Axpyt o Axh yeyr HF
orr (I B y; T} ) B, (I _ Txhyk ) i g&yh H, + A;‘ikAIk _ Hkq!{kyk Hj
Yy DTk Yy Dxe )y Awy Yi, Az Vi Heys
T T Ty T gp T
aros B, + gkyk B BkA:c;(BkAxk) I YA} H (- yAv AzpAxi
yi Axy, Axf By, Axy, yr Az yF Az, y# Az,
i — BkAxk T (AIR = Hky&)AI{H;L
B+ & """ Aup !
Broyden E+ A:I’:J{ Azy Ty, H, + AI}:H;C o
Broyden family (1 — pk)Bf_'iGS + goka_'iP! we[0,1]

(4 — Br Azy) (yx — Be Aﬂ:k)T
(yk = Bk Axk)T AIA;

(Azy — Hiye)(Azi — Hiye)”
(Azy — Hyys)Tys

sa1 B+ Hy +

Vi ska inte g& in p3 detaljer har.

Men de finns i Nileopt. | lab 3 kan ni jamféra dem.
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Modifierade lokala sékmetoder

Forsok atgarda nackdelar:

Brantaste lutningsmetoden: d(¥) = —Vf(x(k).

Brantaste lutningsmetoden kan bli l&ngsam p.g.a. sicksackning.
Problemet ar att narliggande sokriktningar ar ortogonala.
Forbattring av brantaste lutningsmetoden:

Konjugerade gradientmetoder: Modifiera riktningen for att undvika

sicksackning, genom att addera in tidigare sokriktningar (olika mycket).

Satt dK) = —VF(x(K) 4 B, dk-D).

Flera varianter (krangliga formler) for att berdkna 3 finns: FR
(Fletcher-Reeves), HS (Hestenes-Stiefel), PR (Polak-Ribiere).

(Finns i Nileopt.)
Kaj Holmberg (LiU)
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Nileopt

File O Graphic

NILEOPT: Nonlinear Optimization
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Problem:
Variables: x1 x2 Move view of function
Up +
min obj: 0.26x1"2+0.26x2"2-0.48x1x2
Left \ Center Right \
Down
Zoom in ‘ Tum | Zoom out ‘
; View angle 1
|
‘ Edit ‘ Step ‘ Run ‘ Start point | Clear plot Function | Method ‘ OpenOpt Problem: fu_Matyas. |Var\ab\es:2. Constraints: 0.
[Function: Matyas |(2.984 11.395)

‘Cuvvem point: -9.21e-05 -9.064e-05. Value: 3.345e-10. Ilteration: 29 Method: Steepest descent. Good line search.

‘Gvad\ent small

Brantaste lutningsmetoden, iteration 8-29.

TAOP88 Optimering
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Konjugerade gradientmetoder

Konjugerade gradientmetoder: Sitt d(¥) = —V£(x(K)) + g, dk—1).

Formler for att berdkna 3:

V(x|
Fletcher-Reeves: 3, = M

L (k)T (k)
Polak-Ribiere: 3 = %

. . V(x0T (k)
Hestenes-Stiefel: 5y = Pr=nsrn
dir y() = VF(x(K)) — Vf(x(k-D),
(Vi ska inte g8 in p& varfor.)

Vilken &r bast? Det beror pa f(x). Man kan préva med Nileopt.
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Nileopt

Format for olinjdra optimeringsproblem i Nileopt (GMPL,AMPL):

Problemet
min f(x) = x2 + 2x3 + x1x2 + 2x1 — X2

skrivs in i Nileopt som

var x1;
var x2;
min obj: x172+2*x272+x1*x2+2%x1-1%x2;

For att f4 fram “upphdjt till" (=) kravs ett extra mellanslag.
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Nileopt: Format

Nileopt med bivillkor

Problemet
min f(x) = 2xZ — 2x1x2 + 3%
Xf%—xg < 1
dd x3+x1x0 < 1
X1 + X2 < 2

kan skrivas in i Nileopt som

var x1;
var x2;

minimize obj:
2*%x172 - 2*xx1*x

subject to conl:

2 + 3xx2;

x172 + x272 <= 1;

s.t. con2: x1 + x1*xx2 <= 1;
st con3: x1+x2<=2;
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Nileopt med bivillkor
o) - NILEGPT: Nonlinaar Gptimization B
File Of v Graph ion  Help ]
Nonlinear Programming
3D function plot Contour plot
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|
| edic | step | Run | Startpoint | Clearplot | Function | Method | openopt | [Problem: foex01. \Variables: 2. Gonstraints: 3.
‘Functiun: File_foex01 |
[ [
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; _ 2 2
min f(x)= xi + 2x3
da x1 + x > 1
X1 > 0
x > 0
X NILEOPT: Noriinear Optimzation S
Fle Optimization Visualization Graph optimization Help
—
30 function plot Contour plot
:
.
:
-1. = — l
=
Variables: x1 x2 — Move view of knolion
up
min obj: x142+2.0x2"2 ‘J Left ‘ — } Right ‘

subject to con1: -1.0x1-1.0x2 <= -1 Down

subject to con2: 1.0x1 <=0 o [ | Zman

subject to con3: -1.0x2 <=0
View angle 1

A
|Variables: 2. Constraints: 3.

Edt | Step | Run | Startpoint | Clearplot | Function | Method | Openopt Problem: foex01.
Function: File_foex01
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Laboration 3

| laboration 3 ska ni:

e Skriva in olinjara optimeringsproblem enligt reglerna.

e L&sa olinjdra problem med bivillkor med fardig programvara (Cobyla).

e lllustrera KKT-villkoren grafiskt.

e Testa olika metoder for olinjara problem utan bivillkor p& olika funktioner.

e Intressanta fragor:
Hur mycket samre ar brantaste lutningsmetoden an Newtons metod?
Ar sicksackning verkligen ett problem for brantaste lutningsmetoden?
Ar konjugerade gradientmetoder bittre dn brantaste lutningsmetoden?
Ar kvasi-Newtonmetoder battre 3n brantaste lutningsmetoden?
Ar kvasi-Newtonmetoder simre dn Newtons metod?

Ar icke-konvexa problem svérare dn konvexa?
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