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Lösningar

Uppgift 1

1a: Finn billigaste väg fr̊an nod 1 till nod 8 med Dijkstras metod. Det ger följande
nodpriser, y1 = 0, y2 = 6, y3 = 10, y4 = 14, y5 = 12, y6 = 17, y7 = 17, y8 = 24, och
föreg̊angare p1 = −, p2 = 1, p3 = 1, p4 = 3, p5 = 2, p6 = 5, p7 = 4, p8 = 7. Vägen blir
allts̊a 1-3-4-7-8, med kostnad 24.

1b: Billigaste väg med negativa kostnader kräver Fords metod. Det ger följande nod-
priser, y1 = 0, y2 = 6, y3 = 10, y4 = 3, y5 = 10, y6 = 1, y7 = 6, y8 = 9, och föreg̊angare
p1 = −, p2 = 1, p3 = 1, p4 = 2, p5 = 4, p6 = 4, p7 = 4, p8 = 6. Vägen blir allts̊a
1-2-4-6-8, med kostnad 9.

1c: Använd nodpriser: y6 = 17 och y8 = 24, s̊a b̊age (6,8) förbättrar lösningen om
2c68 < y8 − y6 = 7, dvs. om c68 < 3.5.

Uppgift 2

Om vi sätter u = 1 och finner maxflöde fr̊an nod 1 till nod 8, blir ju maxflödet lika
med maximalt antal vägar fr̊an nod 1 till 8 som inte använder samma b̊age. Minsnittet
g̊ar ju över alla vägar, p̊a det ställe där antalet är minst, s̊a d̊a g̊ar det åt minst antal
bakh̊all.

Sök maximal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi f̊ar t.ex. vägen 1-2-4-8, med
kapacitet 1. Skicka 1 enhet och ändra till̊atna riktningar. (Alla b̊agar längs vägen blir
fulla.) Sök åter maximal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi f̊ar t.ex. vägen
1-3-7-8, med kapacitet 1. Skicka 1 enheter och ändra till̊atna riktningar. (Alla b̊agar
längs vägen blir fulla.) Sök åter maximal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi
f̊ar vägen 1-7-3-4-6-8, med kapacitet 1. Skicka 1 enhet och ändra till̊atna riktningar.
(Alla b̊agar längs vägen blir fulla, förutom (3,7) som användes bak̊at.) I nästa iteration
kan man i Dijkstras metod bara märka/n̊a nod 1, s̊a minsnittet g̊ar mellan nod 1 och
resten, dvs. över b̊agarna (1,2), (1,3) och (1,7) (samt (4,1) åt fel h̊all). Maxflödet är 3,
och det räcker med tre bakh̊all.

Uppgift 3

3a: Kinesiska brevbärarproblemet. Noderna 3, 4, 6 och 8 har udda valens. Det billi-
gaste sättet att höja dessa valenser är att dubblera b̊age (3,4) och b̊age (6,8), med ökad
kostnad 12. Exempel p̊a tur: 1-2-3-1-4-2-5-6-8-7-3-5-4-6–8-4-3-4-7-1. Totalkostnad:
157.

3b: Handelsresandeproblemet (med återbesök). Närmaste granne-heuristiken ger följande
start p̊a turen: 1-2-3-4-7-8-6-5, därefter saknas direktb̊age till nod 1, men om man
till̊ater återbesök, kan man ta vägen 5-4-1 (eller 5-2-1). Kostnad blir d̊a 52 eller 49.
Metoden man använder är d̊a närmaste granne, där återbesök till̊ats om ingen annan
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möjlighet finns. Billigaste 1-träd ger kostnad 41, s̊a vi f̊ar övre gräns 52 (eller 49) och
undre gräns 41. V̊ar lösning ligger inte mer än 11/8 fr̊an optimala m̊alfunktionsvärdet.

Uppgift 4

4a: Tillordningsproblemet. Lös med ungerska metoden. Efter första steget f̊as α =
(3, 2, 3, 2, 4) och β = (0, 1, 2, 1, 0). Man kan stryka alla nollor genom att stryka rad 1
och kolumn 5, med minsta ostrukna element 1, vilket gör att vi f̊ar α = (3, 3, 4, 3, 5)
och β = (0, 1, 2, 1,−1). Man kan nu stryka alla nollor genom att stryka rad 1, 3 och 4,
samt kolumn 5, med minsta ostrukna element 1, vilket gör att vi f̊ar α = (3, 4, 4, 3, 6)
och β = (0, 1, 2, 1,−2). Nu f̊as lösningen x12 = 1, x24 = 1, x31 = 1, x43 = 1, x55 = 1,
och total kostnad blir 22.

Optimal duallösning är α = (3, 4, 4, 3, 6) och β = (0, 1, 2, 1,−2). Summering av du-
allösningen ger 22, s̊a starka dualsatsen är uppfylld.

4b: Reducerad kostnad för position (1,5) är ĉ15 = c15 − α1 − β5, vilket för optimal
duallösning blir ĉ15 = c15− 1, s̊a för att f̊a ĉ15 ≤ 0, krävs c15 ≤ 1. (Detta kan ocks̊a ses
genom att ĉ15 = 2 i optimala matrisen.) Grodo m̊aste öva.

Uppgift 5

Vi vill finna maximal matchning, dvs. en matchning som inkluderar s̊a m̊anga noder
som möjlgt. Vi söker utökande väg, och finner t.ex. 2-1-6-7. Byte av matchningen
längs den vägen ger grupperna 1-2, 6-7 och 3-5. Nu finns bara en omatchad nod (4),
s̊a bättre lösning finns inte.

Uppgift 6

6a: Kvarvarande problem efter fixeringar:

max z = 4x5 + 7x6 + 8x7 + 15
d̊a 5x5 + 4x6 + 5x7 ≤ 6

xj ∈ {0, 1} för alla j

Lös med Land-Doig-Dakins metod. LP-relaxationen: kvoterna cj/aj är 0.8, 1.75 och
1.6, s̊a x6 är bäst, följt av x7 och x5.

P0: LP-lösningen blir x5 = 0, x6 = 1 och x7 = 0.4 med z = 10.2, vilket ger z̄ = 10.
Förgrena över x7: P1 = P0 + (x7 ≤ 0), P2 = P0 + (x7 ≥ 1).
P2: (x7 = 1) LP-lösningen blir x5 = 0, x6 = 0.25 och x7 = 1 med z = 9.75, vilket ger
z̄ = 9.
Förgrena över x6: P3 = P2 + (x6 ≤ 0), P4 = P2 + (x6 ≥ 1).
P4: (x6 = 1, x7 = 1) LP-problemet saknar till̊aten lösning. Kapa.
P3: (x6 = 0, x7 = 1) LP-lösningen blir x5 = 0.2, x6 = 0 och x7 = 1 med z = 8.8, vilket
ger z̄ = 8.
Förgrena över x5: P5 = P3 + (x5 ≤ 0), P6 = P3 + (x5 ≥ 1).
P6: (x5 = 1, x6 = 0, x7 = 1) LP-problemet saknar till̊aten lösning. Kapa.
P5: (x5 = 0, x6 = 0, x7 = 1) LP-lösningen (helt fixerad) blir x5 = 0, x6 = 0 och x7 = 1
med z = 8. Till̊aten heltalslösning ger z = 8. Spara lösningen och kapa grenen.
P1: (x7 = 0) LP-lösning: x1 = 0.4, x6 = 1, x7 = 0, z = 8.6, vilket ger z̄ = 8. Ingen
bättre lösning kan finnas, kapa grenen.
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Trädet avsökt. Bästa lösning x5 = 0, x6 = 0, x7 = 1, med z = 8. Svar i ord: Ara-Göran
f̊ar följa med.

6b: Olikhet fr̊an minimala övertäckningar: x6+x7 ≤ 1, skär bort LP-optimum, x5 = 0,
x6 = 1, x7 = 0.4.

Uppgift 7

7a: Inför slackvariabler x4, x5, x6 och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 -8 -6 -3 0 0 0 0 0
x4 0 3 3 3 1 0 0 0 21
x5 0 2 3 4 0 1 0 0 22
x6 0 1 0 0 0 0 1 0 6
x7 0 0 1 0 0 0 0 1 4

Först blir x1 inkommande och x6 utg̊aende.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 0 -6 -3 0 0 8 0 48
x4 0 0 3 3 1 0 -3 0 3
x5 0 0 3 4 0 1 -2 0 10
x1 0 1 0 0 0 0 1 0 6
x7 0 0 1 0 0 0 0 1 4

Sedan blir x2 inkommande och x4 utg̊aende.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 0 0 3 2 0 2 0 54
x2 0 0 1 1 1/3 0 -1 0 1
x5 0 0 0 1 -1 1 1 0 7
x1 0 1 0 0 0 0 1 0 6
x7 0 0 0 -1 -1/3 0 1 1 3

Denna tabl̊a är optimal, s̊a optimallösningen blir x1 = 6, x2 = 1, x3 = 0, (x4 = 0,
x5 = 7, x6 = 0, x7 = 3) med z = 54. Svar i ord: Bosse ska ta med 6 kg alvkex
och ett kg hobbitkakor, men inga morötter, vilket ger energi 54. Det första och tredje
bivillkoret är aktivt, eftersom slackvariablerna är noll, vilket betyder att kappsäckens
storlek och tillgänglig mängd alvkex är begränsande, men t.ex. inte vikten.

7b: Skuggpriser utlästa fr̊an optimaltabl̊an i uppgift a: y1 = 2, y2 = 0, y3 = 2, y4 = 0.
Han skulle allts̊a tjäna 2 per enhets större kappsäck, men inget p̊a att kunna bära
tyngre.

7c: Ny variabel x8: reducerad kostnad ĉ8 = c8−aT8 y = 3−(2y1+2y2) = 3−4 = −1 < 0,
s̊a russin skulle inte ge n̊agon förbättring.

Uppgift 8

8a: Minkostnadsflödesproblem, använd simplexmetoden. Den givna startlösningen är
till̊aten och ger basb̊agarna (1,2), (1,5), (3,4), (5,4) och (5,6). Detta ger nodpriserna
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y1 = 0, y2 = 8, y3 = 12, y4 = 22, y5 = 10, y6 = 21, och följande reducerade kostnader:
ĉ13 = −1 < 0 (optimalt ty x = u), ĉ25 = 8 > 0 (optimalt ty x = 0), ĉ26 = 5 > 0
(optimalt ty x = 0), ĉ53 = 5 > 0 (optimalt ty x = 0), ĉ64 = 10 > 0 (optimalt ty x = 0).
Alla b̊agar uppfyller optimalitetskriterierna, s̊a lösningen var optimal.

8b: Nu blir ĉ13 = 8 > 0, vilket inte är optimalt. Vi vill minska x13, som blir inkom-
mande variabel. Cykeln blir 3-1-5-4-3, och den största ändring som kan göras är 2
p.g.a. b̊age (1,3) (eller (3,4)), s̊a vi väljer x13 som utg̊aende variabel. Vi har nu samma
basträd, och f̊ar samma nodpriser och samma reducerade kostnader. Den enda skill-
naden är att ĉ13 = 8 > 0 nu är optimalt, ty x = 0.

8c: ĉ13 = c13 + y1 − y3 = c13 − 12 > 0 om c13 > 12.

Uppgift 9

9a: Skriv problemet p̊a standardform.
g1(x) = x1 + x2 − 2 ≤ 0, g2(x) = x1 − 1 ≤ 0, g3(x) = −x1 ≤ 0, g4(x) = −x2 ≤ 0,

∇f(x) =

(
6x1 + x2 − 6
4x2 + x1 − 8

)
, ∇g1(x) =

(
1
1

)
, ∇g2(x) =

(
1
0

)
, ∇g3(x) =

(
−1

0

)
,

∇g4(x) =

(
0
−1

)
. (Hessianen av f(x) är positivt definit, och bivillkoren är linjära, s̊a

problemet är konvext.)

För punkt (1, 1):
KKT1: Punkten är till̊aten.
KKT2: Bivillkor 3 och 4 är inte aktiva, s̊a u3 = 0 och u4 = 0.

KKT3:

(
1
−3

)
+ u1

(
1
1

)
+ u2

(
1
0

)
=

(
0
0

)
. Detta ger u1 = 3 och u2 = −4 < 0,

s̊a KKT4 är inte uppfyllt. Punkten är inte en KKT-punkt.

För punkt (0, 2):
KKT1: Punkten är till̊aten.
KKT2: Bivillkor 2 och 4 är inte aktiva, s̊a u2 = 0 och u4 = 0.

KKT3:

(
−4

0

)
+u1

(
1
1

)
+u3

(
−1

0

)
=

(
0
0

)
. Detta ger u1 = 0 och u3 = −4 < 0,

s̊a KKT4 är inte uppfyllt. Punkten är inte en KKT-punkt.

För punkt (2, 2):
KKT1: Punkten är till̊aten, och därför inte en KKT-punkt.

För punkt (0.5, 1.5):
KKT1: Punkten är till̊aten.
KKT2: Bivillkor 2, 3 och 4 är inte aktiva, s̊a u2 = 0, u3 = 0 och u4 = 0.

KKT3:

(
−1.5
−1.5

)
+u1

(
1
1

)
=

(
0
0

)
. Detta ger u1 = 1.5 > 0, s̊a KKT4 är uppfyllt.

Punkten är en KKT-punkt, och optimal, eftersom problemet är konvext.

Svar: Blanda 0.5 enheter lavskägg med 1.5 enheter murkelsaft.

9b: I punkt (2, 2) och (0.5, 1.5) finns inga till̊atna förbättringsriktningar, för den
första är otill̊aten och den andra optimal. I punkt (1, 1) är (-1, 3) normalen till
förbättringshalvrummet, och den del av det som är till̊atet (uppfyller x1 + x2 ≤
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2) är de till̊atna förbättringsriktningarna. I punkt (0, 2) är (4, 0) normalen till
förbättringshalvrummet (dvs. x1 ska öka), och den del av det som är till̊atet (upp-
fyller x1 + x2 ≤ 2) är de till̊atna förbättringsriktningarna.
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