Tekniska Hogskolan i Linkoping TAOPS86
Matematiska Institutionen Losning till tentamen
Optimeringslara 2018-10-22

Kaj Holmberg

Losningar

Uppgift 1

la: KKT1: Losningen x; = dr; ér tillaten.
(Z xj = Zdrj = d(z rj) = dp =m och x; = dr; > 0 for alla j.)

KIJ(T2: x; J> 0 ger att zilla multiplikatorer for bivillkoren x; > 0 ska vara noll.
KKT3: 2(z; — drj) +u =0 for alla j. Inséttning av z; = dr; ger u = 0.
KKT4 ar darmed uppfyllt.

(Denna kontroll kan ocksa goras med siffror.)

Malfunktionen dr summan av konvexa funktioner (kvadrater) och bivillkoren linjéra,
sa problemet ar konvext.

1b: Antag att g partier har minst 5%, och att de fick s roster. I exemplet ar ¢ = 4 och
s =93.
Ledningen ger via KKT2 att alla multiplikatorer for bivillkoren x; > 0 ska vara noll.
KKT3 ger 2(x; — drj) +u = 0 for alla j, vilket ger x; = dr; — u/2 for alla j.
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Sétt in i bivillkor 1: Z xj = Z(drj —u/2) = m, vilket ger ds — qu/2 = m, vilket med

j=1 j=1
siffror blir 0.1 %« 93 — 2u = 10, vilket ger v = (9.3 — 10)/2 = —0.7/2 = —0.35.

Det ger xj = drj —u/2 = dr; 4+ 0.175 for alla j. Med siffror: 1 = 3.3 4+ 0.175 = 3.475,
xo = 2.940.175 = 3.075, x3 = 2.4+0.175 = 2.575, x4 = 0.740.175 = 0.875. Summering
av detta verifierar att summan blir 10.

Uppgift 2

2a: Vi far problemet

max z= X1 +x9+2x3+ T4
da 21x1 + 189 4+ 63 + 1624 < 30
zj € {0,1}

Metod for att 16sa LP-relaxationen: Finn max(c;/a;), 6ka x;, fortsétt tills kappsécken
ar full. Kvoter: x1 : 1/21, 9 : 1/18, x3 : 1/6, x4 : 1/16. Rangordning: z3, x4, T2, Z1.
(Nu betyder ju x; = 1 att parti j inte ska sitta i regering, sa det &r inte konstigt att
minst kommer forst.)

PO: 23=1,0=30—6=24, 24 =1,b=24—-16=8, 29 =8/18 =0.44, b =8 —8 = 0,
kappsécken full, sétt z1 = 0. Detta ger LP-16sningen (0, 0.44,1,1) med z = 2.44, vilket
ger z = 2.

Forgrena 6ver xo: P1 = P0 4 (22 <0), P2 = P0 + (22 > 1).

P1: Som fér PO, men xo = 0, vilket ger x1 = 8/21 ~ 0.38, och z = 2.38, vilket inte
forbattrar z.



Foérgrena 6ver z1: P3 = P1 + (21 <0), P4 =P1 + (z; > 1).

P3: Forgreningen ger x 0 och x9 = 0, sa l6sningen blir x3 1 och z4
(kappsécken blir inte full), med z = 2. Losningen ar heltalig, vilket ger z = 2.
Bade P4 och P2 har z = 2, sa ingen av dem kan ge battre 16sning, och bada grenarna
kapas.
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Tradet avsokt. Basta losning x1 =0, 22 =0, z3 =1, x4 = 1, med z = 2.
Svar i ord: Tant Gredelin (parti 3) och Farbror Bla (parti 4) ska inte sitta i regeringen.
Tva partier ingar i regeringen.

2b: En minimal &vertdckning ar {2,4} (eftersom 18 + 16 = 34 > 30), vilket ger
xo+x4 < 1, vilket i ord betyder att parti 2 och 4 inte bada ska vara utanfor regeringen.

2c: Nya bivillkor: 1 —z3+ 24 <1, 20 + x4 < 1, 23 < 29.

2d: Bivillkor:

21x1 + 1829 + 6x3 + 1624 > 31 (1)
1 +29 <1 (2)
x1—x3+x4 <1 (3)
To+x4 <1 (4)
x3 < X2 (5)

Forsta rundan ger inget, forgrena 6ver z1: P1 = PO + (z1 =0), P2 = PO 4 (z; = 1).
Pl: 1 =0: (1) ger o = 1 och x4 = 1, (4) ej uppfyllt. P1 gav ingen tillaten 16sning.

Kapa grenen.

P2: 21 =1: (2) ger 2 =0, (5) ger x3 =0, (1) ger x4 = 1, (3) €j uppfyllt. P2 gav ingen

tillaten 16sning. Kapa grenen.

Triadet avsokt. Ingen tillaten 16sning funnen. (Det blir ingen regering.)

Uppgift 3

3a: Infor slackvariabler x5, x¢ och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z 1 29 x3 x4 x5 x¢ X7 b
z|1 5 -1 4 -2 0 0 0|0
x5 |0 1 1 1 1 1 0 01]60
|0 2 0 3 0 0 1 0150
z7 | 0 1 4 1 1 0 0 11|40
Forst fas x1 som inkommande variabel och zg som utgaende.
Bas | 2z 1 xo T3 X4 Ts T Ty b
z |1 0 -1 7/2 -2 0 5/2 01125
zs |0 0 1 -1/2 1 1 -1/2 0] 35
x |0 1 0 3/2 0 0 1/2 0] 25
zz |0 O 4 -1/2 1 0 -1/2 1] 15

Sedan fas x4 som inkommande variabel och x7 som utgéende.



Bas | 2 x1 9 T3 X4 Ts Te X7 | b
z|1 0 7 5/2 0 0 3/2 2|15
z5 |0 0 -3 0O 0 1 0 -1] 20
xz |0 1 0 3/2 0 0 1/2 0] 25
x40 0 4 -1/2 1 0 -1/2 1] 15

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 25, 9 = 0, x3 = 0, z4 = 15,
(samt x5 = 20, ¢ = 0, z7 = 0) med v = 155. Bivillkor 2 och 3 &r aktiva. Bivillkor
1 ar inte aktivt, dvs. man anvédnder inte alla personer. Den begransande faktorn ar
alltsa inte antalet personer utan deras begrinsade skicklighet. Duallosningen ldses av
i malfunktionsraden under slackvariablerna. y; = 0, y2 = 3/2, y3 = 2, v = 155. Svar i
ord: Anvand 25 personer till att knacka dorr och 15 personer till valstugor.

3b: Skuggpriser fas av duallosningen, och y3 = 2 &r storst, sa man tjanar mest pa
att Oka hogerledet till bivillkor 3. (Aven bivillkor 2 vore bra att 6ka hogerledet for,
y2 = 1.5, medan fler personer inte hjélper, y; = 0.)

3c: Reducerad kostnad: é; = ¢z —aly. Vi har ¢ = 1, al = (1,0,a3) och y =
(0,3/2,2), sa ¢4 =1 — 2ase. Vi far é3 > 0 om 1 — 2ass > 0, dvs. agy < 1/2.

Uppgift 4

4a: Den givna startlosningen &r tillaten och ger att basbagarna ar (1,3), (1,5), (2,5),
(2,6) och (3,4). Detta ger nodpriserna y; =0, y2 = 1, y3 = 19, y4 = 35, y5 = 16, ys =
27, och foljande reducerade kostnader: ¢12 = 9 > 0 (optimalt ty = = 0), é46 = 22 > 0
(optimalt ty = 0), és3 = 10 > 0 (optimalt ty z = 0), és4 = —2 < 0 (optimalt ty
x =u), ¢s6 =4 >0 (optimalt ty x = 0). Losningen ar optimal.

4b: Nu fas égq4 = 8 + 27 — 35 = 0. Optimallésningen ej &ndrad.

(Man skulle kunna vélja zg4 som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 6-4-3-1-5-
2-6, och maximal dndring blir 5 p.g.a. bage (3,4). Bage (3,4) blir da utgaende. Nu far
vi samma nodpriser som forut, och samma reducerade kostnader, férutom att (6,4) nu
ar basbage och ¢34 = 0 (optimalt). Kostnaden ar dock oféréndrad.)

Uppgift 5

5a: Handelsresandeproblem. Narmaste granne med start i nod 3 ger turen 3-5-1-2-6-
4-3, med kostnaden 82. Billigaste 1-trdd ger kostnad 68, sa vi far évre gréans 82 och
undre grans 68.

Bivillkor: x5+ o5 + @35 + 45 + 56 = 2 (réitt valens f6r nod 5) eller x19+ x5 +x15 < 2
(férbjud liten cykel 1-2-5-1).

5b: Kinesiska brevbéararproblemet. Noderna 1, 3, 4 och 5 har udda valens. De férbinds
billigast med bagarna (1,5) och (3,4), sa dessa bagar dubbleras (kors mer &n en gang)
till kostnad av 26. En rundtur blir da t.ex. 1-2-5-6-4-3-4-5-3-1-5-1 med kostnaden
116 + 26 = 142.

Uppgift 6

Anvéand Fords metod. Vi far vigen 1-4-7-3-5-8 med kostnad 5.



Uppgift 7

Finn maxfléde fran nod 1 till nod 9. Minsnittet ger da de gator som har begrénsar
flédet, och borde goras fardigt snabbt. Losningsgang: Sok maximal flodesokande vag
med Dijkstras metod. Vi far vagen 1-2-5-6-9, med kapacitet 11. Skicka 11 enheter
och andra tillatna riktningar. (Bagarna (2,5) och (5,6) blir fulla.) S6k ater maximal
flodesokande vig med Dijkstras metod. Vi far nu végen 1-3-4-7-9, med kapacitet 9.
Skicka 9 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bagarna (1,3) och (4,7) blir fulla.) I
nésta iteration kan man i Dijkstras metod bara mérka/na noderna 1, 2, 3, 4 och 5,
sa minsnittet gar mellan dessa noder och de andra, dvs. 6ver bagarna (4,7) och (5,6)
(samt (7,3) bakldnges). Maxflodet ar 20.

Uppgift 8

8a: Vi soker en maximal oberoende nodméangd, dvs. den storsta méngd noder som inte
har nagon bage mellan sig. I detta fall fas 13 st. (Det &r viktigt att inte vélja nod 5
och 12.)

8b: Vi soker den storsta klicken, eftersom alla noder i en klick maste tillhora olika
grupper. Hér ges den av noderna 6, 8 och 19, sa med tre arbetsgrupper kan alla tas
med.

8c: Exempelvis grupp 1: 1, 15, 16, 18, grupp 2: 2, 4, 8, 13, grupp 3: 3, 5, 12, 19, grupp
4: 6, 7, 10, 14. (Héar har vi varit extra forsiktiga och inte tagit med tva fran samma
sammanhéngade komponent i samma grupp, vilket egentligen &r onddigt.)

Uppgift 9

Efter forsta steget fas a = (0,4,7,0,1) och 8 = (0,0,0,0,0). Man kan stryka alla nollor
genom att stryka rad 3, 4 och 5 samt kolumn 4, med minsta ostrukna element 1, vilket
gor att vi far « = (1,5,7,0,1) och 8 = (0,0,0,—1,0). Nu fas t.ex. 16sningen x4 = 1,
Tos = 1, x33 = 1, 43 = 1, 51 = 1, och total kostnad blir 13. Optimal duallésning ar
ovanstaende. Summering av duallésningen ger 13, sa starka dualsatsen ar uppfylld.



