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Uppgift 1

Losningar

la: Infor slackvariabler x5, xg och x7. Starta med slackvariablerna i basen.

Bas |z 1 22 x3 x4 x5 xg x7 b
z|1 -5 -4 -4 -4 0 0 0|0
rzs |0 1 2 0 0 1 0 07110
|0 1 2 0 2 0 1 0] 8
zz |0 2 0 4 2 0 0 1] 8
Forst fas x1 som inkommande variabel och z7 som utgaende.
Bas |z 1 29 x3 x4 x5 ¢ T7 b
z|1 0 -4 6 1 0 0 5/2]20
z (0 0 2 -2 -1 1 0 -1/2|6
x |0 0 2 -2 1 0 1 -1/2| 4
zz |0 1 0 2 1 0 0 1/2| 4

Sedan fas xo som inkommande variabel och zg som utgaende.

Bas |z x1 x2 x3 x4 x5 4 x7 | b
z|!1 0 0 2 3 0 2 3/2|28
zxz |0 O O 0 -2 1 -1 0| 2
220 0 1 -1 1/2 0 1/2 -1/4] 2
|0 1 0 2 1 0 0 1/2| 4

Nu &r tablan optimal. Optimallésningen blir 1 = 4, 29 = 2, 3 = 0, x4 = 0, (samt
x5 = 2, k¢ = 0, z7 = 0) med z = 28. Bivillkor 2 och 3 &r aktiva, sa det blir inga
grona eller gula 6ver. Det blir dock 20 réda 6ver (ty x5 = 2). Dualldsningen léses av i
malfunktionsraden under slackvariablerna: y; = 0, yo = 2, y3 = 1.5, v = 28.

Svar i ord: Gor 4 pasar av sort 1 och 2 pasar av sort 2.

1b: Skuggpriser fas av duallésningen, och yo = 2 &r storst, s man tjinar mest pa att
Oka hogerledet till bivillkor 2, dvs. kopa fler grona.

1c: Ny variabel xg. Reducerad kostnad: ¢g = cg — a;{y =cg— (1.5y1 + 1.5y2 + 1.0y3) =
cg — 4.5 >0 om cg > 4.5. Vinsten behover vara storre an 4.5. Eftersom y; = 0 spelar
vardet pa ag; ingen roll.

1d: Dualt bivillkor: 1.5y; + 1.5y2 + 1.0y3 > c¢g. Séatt in y = (0,2,1.5), vilket ger
4.5 > cg. Sa duallosningen ar tillaten om cg < 4.5. Eftersom vi vill ha xg som
inkommande variabel, ska primala losningen inte vara optimal, dvs. duala l6sningen
ska inte vara tillaten, sa vi kraver cg > 4.5.



Uppgift 2

Malfunktionen &r summan av konvexa funktioner (linjira funktioner och kvadrater)
och bivillkoren linjéra, sa problemet ar konvext.

2a: Skriv problemet pa standardform.
g1(x) =22 — 0.4 <0, go(z) =21 + 22 — 1 <0, g3(v) = —21 <0, ga(x) = —x2 <0,

viw = (525 ) v = (1) Vet = (1) Yoo = (75):

Vga(z) = ( _(1) >

Fall 1: g1(x) = 0 och ga(z) = 0. Detta ger punkten x; = 0.6 och zo = 0.4.
KKT1: Punkten &r tillaten.
KKT?2: Bivillkor 3 och 4 &r inte aktiva, sa ug = 0 och ug = 0.

wacts: (g3 ) v (3) v (1) =(5)

Detta ger u; = —0.8 och uy = 1.2, s& KKT4 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en
KKT-punkt.

Fall 2: gao(x) = 0, samt g1(x) < 0, g3(z) < 0 och g4(x) < 0.
KKT2: Bivillkor 1, 3 och 4 ar inte aktiva, sa u1 = 0, ug = 0 och uy = 0.

. 81‘1—4 1 o 0
s (54w (1)< (D),

Detta ger x1 = (4 — u2)/8 och xo = (2 — ug) /4.

Nu anvénder vi go(z) = 0, dvs. x1+x9 = 1 or att fa u. Detta ger (4—wug)/8+(2—ug)/4 =
1, vilket ger ug = 0.

Detta ger 1 = 0.5 och x5 = 0.5.

Nu blir dock g1 (z) = 0.1 > 0, sa KKT1 &r inte uppfyllt. Punkten &r inte en KKT-punkt.

Fall 3: g1(x) = 0, samt ga2(x) < 0, g3(z) < 0 och gs(x) < 0.
KKT2: Bivillkor 2, 3 och 4 ar inte aktiva, sa us = 0, ug = 0 och ugy = 0.

~( 8xr1—4 0y (0
s (354 ) e (2) = (1)

Detta ger 1 = 0.5 och z2 = (2 — u1)/4.

Nu anvéander vi g1 (z) = 0, dvs. x5 = 0.4 for att fa u. Vi far u; = 0.4.

KKT1: Kontroll av antagandet: ga(x) = —0.1 < 0, g3(x) = —0.6 < 0 och g4(z) =
0.4 < 0. KKT1 uppfyllt.

KKT4: v > 0, uppfyllt.

Punkten (0.5, 0.4) dr en KKT-punkt, och optimal, eftersom problemet &r konvext.
Uppgift 3

3a: Billigaste vig-problem. Anvéind Dijkstras metod. Vi far y; = 0, p1 = —, y2 = 8,
p2=1ys=5p3=1uy1 =8 ps=19y5s =11, p5s = 3, y¢ = 10, ps = 3, yr = 15,
pr =2, ys = 15, pg = 6, yg = 16, py = 5, Uppnystning ger vigen 1 - 3 - 5 - 9, med
kostnad 16.

3b: Anvind nodmérkningarna i uppgift a. Uppnystning fran nod 8 ger vigen 1 -3 - 6



- 8, med kostnad 15.
Uppgift 4

Finn maxfléde fran nod 1 till nod 4. Losningsgang: S6k maximal flddesokande vag med
Dijkstras metod. Vi far viagen 1-5-6-7-4, med kapacitet 4. Skicka 4 enheter och &ndra
tillatna riktningar. (Bagarna (1, 5), (5, 6) och (6, 7) blir fulla.) Sok ater maximal
flodesokande vag med Dijkstras metod. Vi far nu vigen 1-2-3-4, med kapacitet 3.
Skicka 3 enheter och dndra tillatna riktningar. (Bage (2, 3) blir full.) Sok ater maximal
flodesokande vig med Dijkstras metod. Vi far nu végen 1-2-6-3-7-4, med kapacitet 2.
Skicka 2 enheter och &ndra tillatna riktningar. (Bagarna (2, 6) och (7, 5) blir fulla.)

I nésta iteration kan man i Dijkstras metod bara mérka/na noderna 1 och 2, sa min-
snittet gar mellan dessa noder och de andra, dvs. dver bagarna (1, 5), (2, 3), (2, 6) och
(5, 2) bakldnges. Maxflodet &r 9.

Oka kapciteten pa bage (1, 5), (2, 3) eller (2, 6), eftersom de ingar i minsnittet.
Uppgift 5

5a: P0: Grafisk 16sning ger x1 = 0, z2 = 20/9 ~ 2.22 och z = 100/9 ~ 11.1, vilket ger
z =11.

Forgrena over xo: P1 = PO + (22 < 2), P2 = PO + (22 > 3).

P1: Grafisk 16sning: z1 = 2/7, x9 = 2, z = 76/7 ~ 10.86, vilket ger z = 10.

Forgrena 6ver z1: P3 = P1 + (21 <0), P4 =P1 4 (z; > 1).

P3: Grafisk 16sning: x1 = 0, 9 = 2, z = 10. Heltalig 16sning, z = 10. Kapa.

P4: Kapa, ty z =10 och z = 10.

P2: Saknar tillaten 16sning. Kapa.

Tradet avsokt. Svar: Installera 2 apparater av sort 2. Malfunktionsvérde 10.

5b: Finn vilken béattre heltalspunkt som forst blir tillaten nér hogerledet 6kas, dvs.
bivillkoren parallellflyttas utat. Numeriskt kan man kolla relevanta punker péa foljande
satt: Punkt (0, 2), z = 10, vénsterled=18, gamla optimum.

Punkt (3, 0), z =9, vansterled=21, sdmre.

Punkt (2, 1), z = 11, vansterled=23, béttre.

Punkt (1, 2), z = 13, vénsterled=25, béttre.

Punkt (0, 3), z = 15, vénsterled=27, battre.

Slutsats: Forsta béttre punkten &r (2, 1) blir tillaten vid hogerledet/budgeten 23.

Uppgift 6

6a: Infor ny nod 7, sénka av styrka 1, samt bagar (4,7) och (5,7), bada med kostnad
noll. (I startlosningen ar z57; = 1.)

6b: Den givna startlosningen &r tillaten och ger att basbagarna ar (2, 1), (4, 3), (5,
3), (5, 6) och (6, 2) (samt (5,7)). Detta ger nodpriserna y; = 0, yo = —4, y3 = —7,
ys = —11, y5 = —12, y¢ = —8, (och y; = —12) och foljande reducerade kostnader:
¢31 = —3 < 0 (optimalt ty © = u), éso = 1 > 0 (optimalt ty x = 0), ég3 = 2 > 0
(optimalt ty = 0), és4 = 3 > 0 (optimalt ty x = 0), (samt ¢47 = 1 > 0 (optimalt ty
x =0)). Alla bagar optimala. Losningen optimal.

6¢c: Nya reducerade kostnader: ¢54 = 2+ y5 — y4 = 1 > 0, fortfarande optimalt.



é30 =2+ y3 —ys = —1 < 0, e¢j optimalt. Oka.
Alltsa valj xss som inkommande variabel, att 6ka. Cykeln blir 3-2-6-5-3, och maximal
andring blir 3, pga. bage (6,2), som blir utgaende.

Detta ger nodpriserna y; = 0, yo = —4, y3 = —6, y4 = —10, y5 = —11, y¢ = —7,
(och y7 = —11) och foljande reducerade kostnader: égo = 1 > 0 (optimalt ty x = 0),
¢31 = —2 < 0 (optimalt ty = u), éz = 2 > 0 (optimalt ty z = 0), ésa = 1 > 0
(optimalt ty x = 0), (samt és7 = 1 > 0 (optimalt ty =z = 0)). Alla bagar optimala.
Losningen optimal.

Uppgift 7

Kinesiska brevbérarproblemet. Noderna 1 och 6 har udda valens. De forbinds billigast
med bagarna (1, 3) och (3, 6), sa dessa bagar dubbleras (kors mer &n en gang) till
kostnad av 9. En rundtur blir da t.ex. 1-8-6-3-1-3-6-5-3-4-5-7-4-2-1, med kostnaden
6349 ="72.

Uppgift 8

Handelsresandeproblem. Billigaste 1-trdd ger kostnad 36, vilket ar en undre gréans.
Nérmaste granne med start i nod 1 ger turen 1-8-6-7-5-3-4-2-1 med kostnad 41. Vi far
Ovre grans 41 och undre grans 36, sa var l6sning kan vara 5 enheter sémre &n optimum,
men inte mer.

I 1-trdadet har nod 4 valens 3, sa ett bivillkor som specificerar att nod 4 ska ha valens 2
skér bort den relaxerade 16sningen men inte nagon tillaten 16sning: x14+xo4+x34+2T46 =
2.

Uppgift 9

9a: Efter forsta steget fas a = (5,6,7,4,5) och 5 = (0,1,0,2,1). Man kan stryka alla
nollor genom att stryka rad 3 samt kolumn 1, 2 och 3, med minsta ostrukna element
1, vilket gor att vi far o = (6,7,7,5,6) och = (—1,0,—1,2,1). Nu fas t.ex. 16sningen
11 =1, 94 = 1, 235 = 1, x40 = 1, 253 = 1, och total kostnad blir 32. Optimal
duallésning ar ovanstaende o och 5. Summering av duallésningen ger 32, sa starka
dualsatsen ar uppfylld.

9b: Om alla kostnader i kolumn 4 6kar med 3, kan en optimal dual 16sning fas genom
att oka B4 med 3. For 6vrigt ar resten av duallésningen oférandrad. Eftersom precis
samma reducerade kostnader fas, dndras inte den primala 16sningen. (Man kan ocksa
motivera detta med att alla tillatna lésningar blir precis 3 dyrare.)

Uppgift 10

10a: Maximal matching, s6k utokande (alternerande) vig. Forst kan (8,10) matchas.
Darefter finner man den utokande vagen 2-1-9-7-6-4. Byte av matchningen liangs den
ger en maximal matching dér alla ar med, (1,2), (3,5), (4,6), (7,9) och (8,10).

10b: Da blir matchningen tudelad, dvs. ett tillordningsproblem, och ungerska metoden
kan anvandas.



