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Linjara ekvationssystem

Inledande exempel: Finn ekv for den linje L som gar genom punkterna P(as,b;) och
Q(az, be), dir a; # as.

Lsg: Linjen L kan beskrivas av ekv y = k - x + m, dar k, m ar obekanta.

b1 =k- a;+m
bg =k- as +m
(ett lingart ekvationssystem med tva ekvationer och tva obekanta k,m).

P, Q € L = tva villkor pa k,m : {

Svar: k = 2= och m = wbe—azb
al1—a2 al1—az

Definition (s. 185) Ett linjért ekvationssystem med m ekvationer och n obekanta ar

a11-x1+a12-x2+...+a1n-xn:bl
(*> a21-x1+a22-x2—|—...+a2n-xn:62

Repetera att (*) kan skrivas pa matrisform: A-X = B,

a1;  ai2 ... Qip
dir A= | @ 2 o G g ekvationssystemmatrisen,
Am1 Am2  --. Gmp
T bl
- To =Y ) .
X = obekanta och B = hogerledsvektorn.
Tn, bim
Om B = 0 sa kallas systemet homogent annars inhomogent.
C1
o Vektorn C = | @ | &r en l6sning till (*) om A-C = B.
Cn



e Losningsmdngden till (*) bestar av samtliga 16sningar till (*).
e Tva ekvationssystem sdges vara ekvivalenta om de har samma 16sningsméngd.
Exempel 1 (tre typer av 16sningsméangder):

x1+2x9 + 23 =0
(1) To+3r3=-1 & LU3:1, 1’2:—4, =17
1'3:1

(en enda lsg, 1:a typen).

(2) {I1+22L’2—|—$3:0 <~ $3:t,t€R, $2:—3t—1, 1‘1:5t+2

) + 3ZL’3 = -1
(odndligt manga lsgar, 2:a typen) (i fallet, en-parameter lsg).

$1+2ZE2—|—CL’3:0
(3) To+3x3=-1 & 0
0'1’3:1

(losningsmdngden dar tom, 3:e typen).
Obs att varje system ovan ar pa trappform da varje ekv har fiarre obekanta an foregaende
ekv har. Man kan fa fram Isgsmangden m h a bakatsubstitution.

e Hur hittar man alla l6sningar till ett linjart system ¢

Gausselimination (eller succesiv elimination) av linjara system

Kort beskrivning: ett linjart system transformeras m h a vissa operationer (elementdra
radoperationer) till ett annat, ekvivalent, linjart system pa trappform; det sista kan sedan
losas m h a bakatsubstitutionen.

Detaljerad beskrivning (s. 188):

e Elementdra radoperationer:

1. Byte av tva ekvationer i systemet.

2. Multiplikation av en ekvation med ett tal # 0.

3. Addition av en ekvation multiplicerad med en konstant till en annan ekvation.

Obs att elementéra radoperationerna dndrar ej lsgsméangden (s. 188).



Exempel 2: Los foljande system m h a Gausselimination

dry —x3=1 1’1+2$2+ZE3:0(1) |X(_2)
r1+ 202 +123=0 & (bytaekv) { 221 +3z2+a3=-1(2) |+ (+) &
2x1+3w2+x3:—1 41’2—$3:1(3) ‘

(multiplicera ekv (1) med (-2) och lagg till ekv (2))

| 131+25L’2+l’3:0 |
|X(—1) ~ To+x3=1 |X(—4> =
| 4ZE2—173:1 |<—’(+)

131+25172+.T3:O
—ZL’Q—Igz—l
41‘2—1’3:1

$1+2JI2+I’3:0 ZE1+2?L’2+I3:0

|
Tot+w3=1 | & To+ w3 =1
ey =3 | x (—1) =3
Bakatsubstitutionen ger: x3 = %, Ty = %, x] = —%. Obs att Isgsméangden bestar av bara

en lsg.

e Kan man inte forenkla ovanstaende? Jo.
Gausselimination pa matrisform:

Borja med ekvationssystemmatrisen + hogerledsvektorn = utokad matris, fortsatt sedan
med samma elementéra radoperationer pa matriser (!) och fa fram en trappformad ma-
tris med ledande ettor, skriv sedan ner motsvarande ekvationssystem och 10s sista med
bakatsubstitution.

Exempel 2 (forts)

04 -1 |1 12 1|0 % (—2)
12 110 |23 1]-1|«H <
23 1 |-1 04 —1 |1
1 2 1 |0 1 2 1 |0
0 -1 -1 |-1 ] x(-1) |01 1 1| x(—-4 <
0 4 -1 |1 04 —1 1) «<(+)
1 2 1 |0 1 2110
01 11 slo1 11 |e
00 =5 |=3) x(—1%) 001 [2
.131+2$L’2+.T3:O
To+1x3=1 (ekvationssystem pa matrisform).
3
T3 = ¢

ot

Vidare som ovan.



Allmant om succesiv elimination:

e Inhomogena system: succesiv elimination + eventuell omnumrering av obekanta + forkastning
av rader bestaende av nollor =

1 . E
(1) ) O ) 1 N ; < en enda lsg.
o 0 ... 1 |-
1 E
0o 1 ... - ... . o
(2) I e k-parameter lsg, obekanta “efter” sista ledande
0O 0 ... 1 | -

T etta valjs som parametrar.
k kolonner efter sista etta

Exempel 3. Los ekvssystem: 2z, — 3xg + 4w3 — x4 = 1.
Lsg: Utokade matrisen + succesiv elimination:
(2 34 -1 1)e(1 -22 4| i)en—3n+t2n—itu=}

Obs 3 kolonner efter sista etta. Motsvarande variabler xs, x5, x4 vélj som parametrar
och 16s ut z; ur sista ekvationen.
Svar: x; = % + %t —2p+ %s, To =1, T3 =p, T4 =S, t,p,s € R (3-parameter lsg).

’ .
(3) T ; & inga lsgar alls.
0 0 ... 011

e Homogena system: succesiv elimination + eventuell omnumrering av obekanta + forkastning
av rader bestaende av nollor =

r - ... -0
0o 1 ... -0 .
(1) 0 < en enda lsg som ar trivial: vy =19 =...=x, =0.
0 0 ... 1]0
1 - | 0
O 1 | 0 2 ” N
(2) 0 & k-parameter lsg, obekanta “efter” sista ledande
0 0 . 1 | 0
T etta valjs som parametrar.

k kolonner efter sista etta



Obs att om n > m sa har vi alltid odndligt manga lsgar.

Exempel 4: For vilka A har foljande system oéndligt manga lsgar

{)\~x+2-y:—1

2. x4+ A y=1 ? Svar: A = —2.

Overbestimda ekvssystem och minstakvadtatmetod
Definition (s. 204) Ett dverbestimt ekvssystem &r ett ekvssystem som saknar lsgar.

Exempel 5: Betrakta tre punkter P(2,1), Q(—3,—2) och R(—1,1) i planet.
Finns det en rét linje y = k - = + b som gar genom punkterna?

Lsg. Stall upp systemet

2-k+b=1
—3-k+b=-2 Obs att systemet saknar Isgar. Svar ar Nej.
—k+b=1

Fraga. Kan man foresla en rdt linje som ligger ndrmast i nagon mening (?) till de tre
punkterna an alla andra linjer i planet gor?

o Allmint: Lat A vara en (m x n)-matris och ekvssystem A - X = B sakna lsningar d v
s A-X # B for alla X € R". Kan man foresla en vektor X € R" som en ”16sning till
sistemet” i nagon rimlig mening?

Obs att vektorn Y = A- X — B # 0 och Y € R™ for varje X € R". Det gar att visa att

bland sadana Y-or alltid finns det en vektor med minsta ldngd (= narmast till 0).

Minsta-kvadratproblem: For vilken vektor X har vektorn Y = A - X — B minsta langden i
R™? Vad ar detta véarde?

En sadan X kallas minstakvadrat Isg till ekvssystemet A - X = B.

Sats (sid. 207): Losningen till (A- A)- X = A'B (normalekvationerna ) dr minstakvadrat
Isgen till ekvssystem A - X = B.

Exempel 5 (forts):

2 1
2 -3 -1 14 -2 — 7
_| _ t_ tA t.
asl o foas (T ) e 3) m=(5)
Normalekvationerna:
{_1;1]/;?,2:7) & k:%, b:1—79. Linjeny:%-x—k% ar narmast till punkterna



P, Q, R i minstakvadrat mening.
o Geometri:

Rita en bild och obs att |A-X — B|? = Y3 (k-x1 +b—y;)* = vad ordet "nirmast” betyder.



