
Dagens ämnen

• Basbyte
• Bassamband

• Koordinatsamband

• Linjära avbildningar

⚫ Diagonalisering

Lektion 16

med lin alg
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v=5e1+4e2

v=2f1+f2
v=5e1+4e2=2f1+f2

Mål: Hitta matrissamband mellan basvektorerna i två olika baser. 
Använda detta till att hitta samband mellan koordinatmatriserna för en vektor 
med avseende på dessa baser.

Basbyte



Basbyte

• Låt 𝐞 = (𝐞1𝐞2…𝐞𝑛) och 𝐟 = (𝐟1𝐟2…𝐟𝑛) vara två baser i 𝕍

• Uttrycker elementen av den nya basen i gamla basen:

𝐟𝐢 = 𝑇𝑖1𝐞1 + 𝑇𝑖2𝐞2 +⋯+ 𝑇𝑖𝑛𝐞𝑛 = 𝐞

𝑇𝑖1
𝑇𝑖2
⋮
𝑇𝑖𝑛

• Bilder matrisen 𝑇 som består av 𝑇:s kolonner ovan, d v s i T:s kolonner står nya 
basen uttryckt i gamla

𝑇 =

𝑇11
𝑇12
⋮

𝑇1𝑛

…
…
⋱
…

𝑇𝑖1
𝑇𝑖2
⋮
𝑇𝑖𝑛

…
…
⋱
…

𝑇𝑛1
𝑇𝑛2
⋮

𝑇𝑛𝑛
• Kom ihåg bassambandet: 

𝐟 = 𝐞 ⋅ 𝑇

• Observera att koordinatsambandet går ”andra hållet”

𝑋𝒆 = 𝑇𝑋𝐟 ⇔ 𝑋𝐟 = 𝑇−1𝑋𝒆



REP.. Basbyten i  ℝ3

ℝ3:
𝐮 = 𝑥1𝒆1 + 𝑥2𝒆2 + 𝑥3𝐞3 = 𝒆𝑿𝒆

𝐮 = 𝑦1𝒇1 + 𝑦2𝒇2 + 𝑦3𝐟3 = 𝒇𝑿𝒇

f=eP

Så gäller 𝐮=𝒆𝑿𝒆=𝒇𝑿𝒇= / f=eP / =eP𝑿𝒇

Alltså är 

𝑿𝒆= P𝑿𝒇

Sats 8.1

Om f=eP (bassambandet) där 𝑃−1 ∃ så är:

• 𝑿𝒆= P𝑿𝒇

• 𝑿𝒇= 𝑃−1𝑿𝒆

P kallas basbytesmatrisen från basen e till basen f

Nya basenGamla basen



Exempel.  Låt 𝐞 = (𝐞1𝐞2𝐞3) och 𝐟 = (𝐟1𝐟2𝐟3) vara baser i ℝ3 för vilka gäller 

ቐ

𝐟1 = 2𝐞𝟏 + 𝐞𝟐
𝐟𝟐 = 2𝐞𝟏 + 𝐞𝟐 + 𝐞𝟑
𝐟𝟑 = 2𝐞𝟏 + 2𝐞𝟐 + 𝐞𝟑

Bestäm koordinaterna för 𝐮 = 4𝐞𝟏 − 5𝐞𝟐 i basen 𝐟.

Lösning. 

𝐟1 = 2𝐞𝟏 + 𝐞𝟐 = 𝐞
2
1
0

etc

Framställer transformationsmatrisen:

𝐟 = 𝐞𝑇, där 𝑇 =
2 2 2
1 1 2
0 1 1

Följaktligen är 𝐞 = 𝐟𝑇−1 och 

𝐮 = 4𝐞𝟏 − 5𝐞𝟐 = 𝐞
4

−5
0

= 𝐟𝑇−1
4

−5
0

, 𝑑𝑣𝑠 𝑠ö𝑘 𝑋𝐟= 𝑇−1𝑋𝒆

Räkna

𝑇−1
4

−5
0

∼
2 2 2
1 1 2
0 1 1

4
−5
0

∼
1 1 1
1 1 2
0 1 1

2
−5
0

∼
1 1 1
0 0 1
0 1 1

2
−7
0

∼
1 1 1
0 1 1
0 0 1

2
0
−7

∼
1 0 0
0 1 0
0 0 1

2
7
−7

Alltså

𝐮 = 𝐞
4

−5
0

= 𝐟
2
7
−7



REP.. Basbyten och linjära avbildningar

Vi studerar avbildningar från ℝ𝑛 till ℝ𝑛

Obs! 

Då gäller

• L(u)= 𝒆𝐴𝒆𝑿𝒆 räknat i basen e

• L(u)= 𝒇𝐴𝒇𝑿𝒇 räknat i basen f

Dvs 𝒆𝐴𝒆𝑿𝒆= 𝒇𝐴𝒇𝑿𝒇

Men 𝑿𝒆= P𝑿𝒇 och f=eP

𝒆𝐴𝒆P𝑿𝒇=eP𝐴𝒇𝑿𝒇

𝐴𝒆P=P𝐴𝒇
Dvs för att få 𝐴𝒆 multiplicera med 𝑃−1 höger 
så att:

𝐴𝒆=P𝐴𝒇𝑃
−1

För att få 𝐴𝒇 multiplicera med 𝑃−1 från 

vänster så att:
𝐴𝒇=𝑃−1𝐴𝒆P

Avbildningsmatrisen i nya 
basen

Avbildningsmatrisen i 
gamla basen



REP.. Basbyten och linjära avbildningar

Fortsättning:

𝐴𝒆=P𝐴𝒇𝑃
−1

𝐴𝒇=𝑃−1𝐴𝒆P

Boken använder då sambandet 𝐴=P𝐴𝒆,𝒆𝑃
−1 (istället för 𝐴𝒆=P𝐴𝒇𝑃

−1)

Bokens notation Notation här

𝐴𝒆,𝒆 𝐴𝒇

𝐴 𝐴𝒆



Exempel Betrakta speglingen 𝐹 i planet Π: 𝑥1 − 2𝑥3 = 0. Sök 𝐴𝒆 (genom att införa en ny bas f)

• Då gäller att A𝒙 = 𝐱 för alla vektorer 𝐱 i planet Π, d v s 𝜆1 = 1.

• Normalvektorn 𝐟𝟑 = (1,0, −2) speglas i planet till −𝐟𝟑, med andra ord 𝐹 𝐟𝟑 = −𝐟3. D v s 
𝐟3är en egenvektor med egenvärde 𝜆2 = −1. 

Om 𝐟1, 𝐟2 är en bas i Π (Tex 𝐟𝟏 = (2,0,1) 𝐟𝟑 = (0,1,0)) då bildar 𝐟1, 𝐟2, 𝐟𝟑 en bas i ℝ3 med 
avbildningsmatris till L (f) vara. 

𝐴𝒇 =
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

,      𝑻 =
2 0 1
0 1 0
1 0 −2

,            𝑇−1 =
1

5

2 0 1
0 5 0
1 0 −2

𝐴𝒆=T𝐴𝒇𝑇
−1

𝐴𝒆 =
1

5

3 0 4
0 5 0
4 0 −3

𝐟𝟑

𝐱

𝐹(𝐱)

Π

𝐟𝟏

𝐟2

Observera att 
• 𝜆1 = 1 är för både 𝐟1, 𝐟2 som ligger i Π
• 𝜆2 = −1 är för 𝐟𝟑 som speglas i Π



Diagonalisering

Definition 8.1 Den kvadratiska nxn- matrisen A är diagonaliserbar om det finns en icke-
singulär (d.v.s inverterbar ) matris P och en diagonal matris D så att:

𝐷=𝑃−1𝐴P

(Jmf med 𝐴𝒇=𝑃−1𝐴𝒆P)

Sats 8.5 Den kvadratiska nxn- matrisen A är diagonaliserbar omm matrisen har en 
uppsättning av n stycken egenvektorer 𝐞 = (𝒆𝟏 𝒆𝟐 𝒆𝟑…𝒆𝒏) som är linjärt oberoende. 
Den matris P som vars kolonner består av dess egenvektorers koordinater ( i 
standardbasen) är den efterfrågade diagonaliserande matrisen och diagonalmatrisen D 
byggs upp av motsvarande egenvärden.

Sats 8.6  Om matrisen A är av typen nxn har n st olika egenvärden så är den 
diagonaliserbar.

Sats 8.7  (Diagonaliseringssatsen) till varje symmetrisk nxn-matris, A, kan man finna en 
ON-matris och en diagonal matris så att:

𝐷=𝑃𝑡𝐴𝑃
𝐴=𝑃𝐷𝑃𝑡



Diagonalisering

Exempel: Diagonalisera 𝐴 =
1 2
1 0

. 

• Sök egenvärden: 
1 − 𝜆 2
1 −𝜆

= 𝜆2 − 𝜆 − 2 = 𝜆 − 2 𝜆 + 1 , d v s 𝜆1 = −1 och 𝜆2 = 2

• Sök egenvektorer:

1 + 1 2
1 1

0
0

∼
1 1
0 0

0
0

⇒ 𝐟1 =
1

−1

1 − 2 2
1 −2

0
0

∼
1 −2
0 0

0
0

⇒ 𝐟2 =
2
1

• Basbytarmatrisen:

𝑃 =
1 2
−1 1

, 𝑃−1 =
1

3
1 −2
1 1

• A är diagonaliserbar med diagonalmatrisen: 𝐷 =
−1 0
0 2

, så att 𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃

Kontroll 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 =
1 2
−1 1

−1 0
0 2

1

3

1 −2
1 1

=
1

3

3 6
3 0

=A

(Kan utnyttjas om man t.ex. vill bestämma 𝐴100, 𝑣𝑎𝑟𝑓ö𝑟? )


