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Negativa par

Determinantdefinitionen, steg for steg

Definition 4.2.1. En tillaten produkt ur en nxn-matris A ir en produkt av n st element
ur A dér ingen av faktorerna i produkten star i samma rad eller samma kolonn i A som
nagon av de andra faktorerna i produkten.

Definition 4.2.2. Ett negativt par ur en tillaten produkt aip,, agp, ... Gpnp, &r ett par av
faktorer aip,ajp; dir i < j men p; > p;.
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Tillaten produkt Otillaten produkt

Tecknet for en tillaten produkt

Radindex: i<j, dvs rad i ar ovanfor rad j
Kolonnindex: pi>pj, dvs

kolonn p: dr till h6ger om kolonn p;
Negativt par: Tank ovanfor till hoger

Definition 4.2.4. Tecknet fér den tillatna produkten aip, azp, ... Gnp, ges av

(,1)3\/(171 3P25--5Pn)

dér N(p1,p2,...,pn) =antalet negativa par i aip, agp, ... Gnp, -

Totalt 3 negativa par
Tecknet =(—1)=-1




Definition av determinant

Definition 4.2.6. Lat A vara en nxn-matris. Determinanten av A, det A definieras som
summan av de tillatna produkterna inklusive deras tecken, d vs

det A = E (—1)N (p"pz"“'p”)almagm e Qpp,, -

Elementdra radoperationer

(a) Multiplicera rad med  (a) Hela determinanten

nollskild konstant multipliceras med
konstanten
(b) Byta plats pa tvd rader (b) Determinanten byter
tecken

(c) Addera konst+(rad) till
annan rad

Spaltning
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Elementédra radoperationer

(a) Multiplicera rad med  (a) Hela determinanten

nollskild konstant multipliceras med
konstanten
(b) Byta plats pa tva rader (b) Determinanten byter
tecken
(c) Addera konst+(rad) till  (c) Determinanten dndras
annan rad ej




Sammanfattning

o det A = det A", Sats 4.4.1
e Rad(kolonn)hyte ger teckenbyte. Sats 4.3.1
Korollarium 4.3.2

e Tva rader (kolonner) ir lika = determinanten ir 0.

e Multiplikation av rad (kolonn) med k # (0 <= ursprungliga determinanten multipli-
ceras med k. Sats 4.3.3

e Spaltning (uppdelning) lings rad (kolonn) <= determinanterna adderas. Sats 4.3.4
e Radoperationen rad + konstant-(annan rad) #ndrar ej determinanten.

Kolonnoperationen kolonn + konstant-(annan kolonn) findrar ej determinanten.

Utveckling efter rad (kolonn)

Kofaktorer

Definition 4.7.1. Lat A vara en nxn-matris och lat (n — 1)x(n — 1)-matrisen A;; vara
den matris som fas da radi och kolonn j stryks ur A. Da kallas M;; = det A;; minoren
till elementet a;; och Cjj = (—1)""7 M;; kallas kofaktorn till elementet a;;.

Sats 4.7.3. Lat A vara en nxXn-matris. Da galler att

det A = a;Cy + apCip + .. + a;,C,
det A =ay;Cy; + ay;Cy; + ... + a,;C

‘nj ' nj

Utveckling efter radi
Utveckling efter kolonnj

A:(21 21 23

Ag =
31 31 33

21 23

Mz = 31 33

10

Determinanter och ekvationssystem

Determinanten for radekvivalenta matriser
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Sats 4.4.5. Lat A och B vara nxn-matriser sadana att A ~ B. Da finns ett tal k # 0
som endast beror av vilka rad- och kolonnoperationer som utforts, sadant att

det A = k- det B.

Konsekvens: Om A~T, T trappstegsmatris, och
det(T)#0 sa ar dven det(A)#0 och tvirtom
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Sats 3.6.2

Lat A vara en nxn-matris. Féljande pastaenden ar
ekvivalenta

(a) A dr inverterbar

(b) Matrisekvationen AX=Y har entydig l6sning for
alla nx1-matriser Y.

(c) Matrisekvationen AX=0 har endast den triviala
16sningen, X=0.

(d) Rang A=n

(e) A dr radekvivalent med enhetsmatrisen
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Sats 4.5.1

Lat A vara en nxn-matris. Féljande pastaenden ar
ekvivalenta

(a) det(A)#0
(b) A ar inverterbar

(c) Matrisekvationen AX=Y har entydig 16sning for
alla nx1-matriser Y.

(d) Matrisekvationen AX=0 har endast den triviala
16sningen, X=0.

(e) Rang A=n

(f) A dr radekvivalent med enhetsmatrisen y

Determinantkriteriet, Korollarium 4.5.2
(a) det(A)=0 < Ekvationssystemet AX=Y &r entydigt
l6sbart for alla hogerled Y.
Negera pastaendet i (a)

(b) det(A)=0 & AX=Y saknar 16sning eller har
odndligt manga losningar.
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Produktlagen

Sats 4.6.1. Lat A och B vara nxn-matriser. Da galler att

det AB = det A- det B.

Konsekvens:

Korollarium 4.6.2. Lat A vara en inverterbar nxn-matris. Da gdller att

1
det AL =
¢ det A
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Geometriska tolkningar

* Vektorprodukten kan skrivas som en determinant
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Area och volym som determinant

* Area av parallellogram i planet
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 Aven volymprodukten kan skrivas som en
determinant
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Nagra kuriosa-satser

Sats 4.7.5. (Cramers regel) Lat A vara en nxn-matris med det A # 0, B en nx1-
matris och betrakta ekvationssystemet AX = B. Lat A; vara den matris som erhalls da
kolonn i ur A ersdtts med B. Da ges den entydiga ldsningen till ekvationssystemet av

det A4
1 det A5

"~ det A
det A,

g

Nagra kuriosa-satser

Sats 4.7.6. Lt A vara en inverterbar nxn-matris. Lat A vara A:s matris av kafaktorer,
dvs elementet a;; ur A dr kofaktorn Cy; fran A. Da géller att

-1 1
det A7~

For 2x 2-matriser ger detta foljande enkla minnesregel:

a b\ B 1 d -b
c d T ad—be \~c a )’

dwvs viinverterar en 2 x2-matris genom att byta plats pa elementen pa huvuddiagonalen, byta
tecken pa de andra tva och dividera med matrisens determinant. Med lite dvning kan man
ocksa anvinda sats 4.7.6 pa 3x3-matriser.
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