Slappdefinition

En vektor &r méngden av alla strackor med samma  En vektor dr en riktad stracka som far
langd och riktning. parallellforflyttas.

Tank pa vektorn som en pil.

* Betecknar vektorer med sma bokstéver i fetstil, u,
v, w i boken och med sma bokstdver med streck
over u,v,w ndr vi skriver fér hand

Rdkning med vektorer Bas och koordinater

* Addition: Malsattning: Uttrycka alla vektorer i planet/rummet

« Placera pilarna spets mot &nda med ett fatal givna genom sa kallade

« Forbind fri 4nda med fri spets linjarkombinationer

e v : y s Definition 2.3.1 En ordnad uppséttning vektorer i
planet (rummet) kallas en bas om varje vektor i

< - planet (rummet) kan skrivas som en
linjarkombination av de givna pa precis ett sétt

Y utv=vtu




Sats 2.3.2 Kom ihag!!

Planet: Racker med tva icke-parallella * Vektoradditionside'n: “spets mot dnda”.

Rummet: Duger med tre som ej ligger i samma plan
— v-u
* Projektionsformeln: vj.= WU.
u

* Vektorer ar ortogonala (vinkelrdta) om deras
skaldrprodukt dr 0.

Vektorprodukt (kryssprodukt) Linjer
* Punkt + riktning (planet/rummet)
(a) dr ortogonal mot dem vi “kryssar” e Punkt + normal (endast planet)
(b) |kryssprodukten| = arean av den parallellogram * Punkt + riktningskoefficient (endast i planet)

vektorerna spanner upp

(c) u, v och uxv dr ett hogersystem.




Plan Att kunna

 Tre punkter (ej pd samma linje) * Vektorrakning grafiskt och koordinatform
 Tva riktningar + punkt  Skaldrprodukt och ortogonalprojektion
* Normalriktning + punkt * Vektorprodukt

* Linjer och plan, representationsformer,
avstandsberdkningar, projektioner och spegelpunkter

Elementdra radoperationer Radekvivalens
(a)Multiplicera ekvation  (a)Multiplicera rad med Om matrisen B erhalls efter d&ndligt manga
med nollskild konstant nollskild konstant radoperationer pa matrisen A sa sdges A och B vara
(b) Byta plats pa tva (b) Byta plats pa tva rader radekvivalenta. Att A och B ar radekvivalenta skrivs
ekvationer
(c) Addera (c) Addera konst+(rad) till
konst+(ekvation) till annan rad ANB

annan ekvation
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Trappstegsmatriser

Definition 3.5.1. (a) Ett element a;; i matrisen A kallas pivotelement om
a;; # 0 och ay,, =0 for p >4, v < joch (u,v) # (4,7).

(b) En matris T kallas trappstegsmatris om alla nollskilda rader star ovanfor alla nollrader
och om varje nollskild rad har ett pivotelement.

(a) Pivotelementet a;; (b) Trappstegsmatris Ej trappstegsmatris

. £0 s

Do £ 0 .. 0#0
0 .. 0 (18; +0 0 0[#0
0. /L0 IO
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Linjdra ekvationssystem

* For ett linjdrt ekvationssystem géller exakt ett av
féljande alternativ:

* Systemet har entydig 16sning
* Systemet har ingen 16sning

* Systemet har odndligt manga l6sningar

Titta pa trappan!
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Matrisinvers (Definition 3.6.1)

En kvadratisk matris A kallas inverterbar om det
finns en matris B sa att

AB=BA=I
B kallas A:s invers och betecknas A~

5

Nar finns invers (Sats 3.6.2)

Lt A vara en nxn-matris. Foljande pastdenden &r
ekvivalenta

(a) A dr inverterbar

(b) Matrisekvationen AX=Y har entydig l6sning for
alla nxI-matriser Y.

(c) Matrisekvationen AX=0 har endast den triviala
16sningen, X=0.

(d) Rang A=n

(e) A dr radekvivalent med enhetsmatrisen
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Att kunna Elementdra radoperationer

* Matriskalkyl (a) Multiplicera rad med  (a) Hela determinanten
nollskild konstant multipliceras med

* Hantera linjdra ekvationssystem som
konstanten

matrisekvationer
(b) Byta plats pa tva rader (b) Determinanten byter

* Losningsstrukturen hos linjdra ekvationssystem,
tecken

koppla till trappstegformen hos totalmatrisen
(c) Addera konst+(rad) till  (c) Determinanten d@ndras

* Berdkna matrisinvers och 16sa matrisekvationer
annan rad €j
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Sats 4.5.1
Produktlagen

Lt A vara en nxn-matris. Foljande pastdenden &r

ekvivalenta Sats 4.6.1. Lat A och B vara nxn-matriser. Da gdller att
(a) det(A) = O det AB = det A- det B.
(b) A ar inverterbar
(c) Matrisekvationen AX=Y har entydig 16sning fér Konsekvens:

aua nx1-matriser Y. Korollarium 4.6.2. Lat A vara en inverterbar nxn-matris. Da gdiller att

L1

(d) Matrisekvationen AX=0 har endast den triviala et AT = et d

l6sningen, X=0.
(e) Rang A=n

(f) A ar radekvivalent med enhetsmatrisen 19 2




Sats 4.7.6. Lat A vara en inverterbar n xn-matris. Lat A vara A:s matris av kofaktorer,
duvs elementet a;; ur A dr kofaktorn Cy; fran A. Da gdller aftt

A7t LY

T detA

For 2x2-matriser ger detta foljande enkla minnesregel:

a b 7l_ 1 d -b
c d " ad —be \~¢ a )’

d vs viinverterar en 2x2-matris genom att byta plats pa elementen pa huvuddiagonalen, byta

tecken pa de andra tva och dividera med matrisens determinant. Med lite dvning kan man
ocksa anviinda sats 4.7.6 pa 3x3-matriser.
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Att kunna

Uppbyggnaden av determinantdefinitionen

Radoperationernas paverkan pa determinanten

Kombinera radoperationer och kofaktorutveckling
for att kunna berdkna determinanten

* Determinantkriteriet (entydig 16sning vs. villkorad
16sning)
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Definition 5.2.1 En icke-tom méngd '/ sédges vara ett
vektorrum 6ver de reella talen om f6ljande géller

I. Det finns i 'V en operation kallad addition,
betecknad + sddan att

uvev=>utveV
For u,v,w € V har denna addition egenskaperna
ADD 1. utv=v+u
ADD 2. ut(v+tw)=(utv)+w
ADD 3. Finns 0 iV sadan att u+0=u for allau i/

ADD 4. For varje u iV finns ett element -u sa att u+(-u)=0

II. Det finns i V en operation kallad multiplikation
med tal, betecknad - sadan att

AeR,ueV=AueV

For A,u € 2. och u,v € 'V har denna multiplikation
egenskaperna

MULT 1. lu=u

MULT 2. A(pu)=(Ap)u
MULT 3. (A+p)u=Aut+pu
MULT 4. A(u+v)=Au+Av




Exempel pa vektorrum Definition 5.3.1, sid 104 Underrum

1. V=Reella talen En icke-tom delmdngd U av ett vektorrum WV kallas
2. V={Vektorer i planet} ett underrum av 'V om U sjalv &r ett vektorrum med

den addition och multiplikation med tal som

4. V={rxk-matriser } =M« Varfor dé? 9
5. V={Polynom}=["-

6. I=intervall CIR, V={f: - [}
Slipper kontrollera alla 10

villkoren!

Sats 5.3.2, sid 105. Lat U vara en icke-tom delméngd
av ett vektorrum V. Da ar U ett underrum av YV omm

Exempel pa underrum

. uvelU=ut+tvel [Ae R,uelU=>tuel 1. Linje genom origo i planet (rummet) dr underrum
ADD 1. u+v=v+u MULT 1. A(u+v)=Au+Av avR".

ADD 2. u+(v+w)=(u+v)+w MULT 2. (A+p)u=Au+pu 2. Plan genom origo i rummet &r underrum av R’
ADD 3. Finns 0 i U sadan att MULT 3. A(pu)=(Ap)u 3. Pa={p(x): deg(p(x))<n} ar underrum av P

ut0=u forallauiU

DI L 4. Losningsmangden till det homogena linjdra
ekvationssystemet Ax=0 i n obekanta &r ett
underrum av R".

ADD 4. For varje ui U finns ett
element -u sa att u+(-u)=0




Snabbtest

e Om U &r ett underrum av '/ sa géller att 0 € U.

* Om 0¢U sa ar U inget underrum

Definition 5.3.8, sid 108.

Lat 'V vara ett vektorrum och M={v1, vo, ... ,va} CV.
Lat Ay, A2, ... , A € [R. Da kallas

AvitAvot. AV,
en linjdrkombination av M.

Méngden av alla linjarkombinationer av M kallas
linjdra héljet av M och betecknas [M] alternativt
[V, v, ... ,Va].

Sats 5.3.16 (Satsen om 16jliga element)

Lat / vara ett vektorrum och antag att
Vi, Vo, ... ,Va,Va € V. Da géller
Vo € [V1, Vo, ... V1] =
=[v1, Vo, ... ,Va,Va |=[V1, V2, ... ,Vai],

dvs om nagon av de genererande vektorerna ar en
linjarkombination av de andra sa kan den strykas
utan att holjet andras

Definition 5.4.1, sid 113. Linjart
(o)beroende

Lat 'V vara ett vektorrum och M={v1, vo, ... ,va} CV.
Ekvationen

AvitAvet.. . +Aavi=0,

dér de obekanta minst A:,A.,...,A. sOks, kallas
beroendeekvationen. Om beroendeekvationen har
fler losningar dn Ai=A.=...=A.=0 sdges mdangden M
vara linjdrt beroende.

Om A:=A=...=A.=0 dr den enda ldsningen sdger vi att
M éar linjdrt oberoende.




Exempel pa linjart (o)beroende

1. Tva icke-parallella vektorer ar linjart oberoende.

2. Tva parallella vektorer &r linjart beroende.
3. Tre vektorer i samma plan dr linjart beroende.

4. Fyra (eller fler) vektorer i R’ar linjért beroende

5. Standardbasvektorerna i R" ar linjart oberoende.

6. Fler 4n n st vektorer i R"ir linjart beroende.

Sats 5.4.4, sid 114

Lat 'V vara ett vektorrum och M={v1, vo, ... ,va} CV.
Da géller

M ér linjart beroende
<

M innehaller minst ett 16jligt element




