Definition 5.2.1 En icke-tom méangd V sdges vara ett
vektorrum 6ver de reella talen om f6ljande géller

I. Det finns i V en operation kallad addition,
betecknad + sadan att

u,veV = u+veV
For u,v,w€V har denna addition egenskaperna
1. utv=v+u
2. ut(vtw)=(utv)+w
3. Finns 0 i V sddan att u+0=u for allaui V

4. For varje u i V finns ett element -u sa att u+(-u)=0

I. Det finns i V en operation kallad multiplikation med
tal, betecknad - sadan att

A€R, ueV = A-ueV

For A,u€R och u,veV har denna multiplikation
egenskaperna

1. lu=u

2. A(pu)=(Ap)u

3.  (Atp)u=Au+tpuu
4. AMu+tv)=Au+iv

Sats 5.3.2. Lat U vara en icke-tom delméngd av ett
vektorrum V. D3 dr U ett underrum av V omm

u,veU = utvel I. AeR, uelU = iucl

utv=v+u . A(utv)=Autiv

L.

1.

2. ut(v+tw)=(u+v)+w - (A+pu=tutpu
3.

1
2
Finns 0 i U sidan att u+0=u 3. A(quu)=(A)u
forallaui U 4. lu=u
4. For varje u i U finns ett
element -u sa att u+(-u)=0

Definition 5.3.8.

Lat V vara ett vektorrum och M={vi, v, ... ,v.}CV.
Lat Ay, A, ... ,A» €R. D4 kallas

)\1V1+)\2V2+ cee +>\nVn

en linjarkombination av M.

Méngden av alla linjarkombinationer av M kallas
linjdra héljet av M och betecknas [M] alternativt
[vi, v2, ... ,Val.




Sats 5.3.16 (Satsen om 16jliga element)

Lat V vara ett vektorrum och antag att
Vi, Vo, ... ,Var,Va €V, Da giller
Vo €[V, V2, ... ,Vai] =
=V, V2, ... ,Va,Va |=[V1, V2, ... ,Vai],

dvs om nagon av de genererande vektorerna ar en
linjarkombination av de andra sa kan den strykas
utan att holjet dndras

Definition 5.4.1. Linjart (o)beroende

Lat V vara ett vektorrum och M={vi, v, ... ,va}CV.
Ekvationen

AVi+A o+ +A V=0,

dér de obekanta A: ,A.,...,A. soks, kallas
beroendeekvationen. Om beroendeekvationen har fler
l6sningar &n Ai=A.=...=\=0 sdges mangden M vara
linjdrt beroende.

Om A =A.=...=A\=0 dr den enda ldsningen sager vi att M
ar linjdrt oberoende.

Sats 5.4.4.

Lat V vara ett vektorrum och M={vy, v, ... ,va}CV.
Da géller

M ér linjart beroende
o

M innehaller minst ett 16jligt element

Basbegreppet

* Entydigt spanna upp ett rum

* Dimension
* Fo6r manga ar beroende
*  For fa spanner inte upp
* Ratt antal oberoende &r bas
* Banta ned och fylla ut
* Banta med SOLE (satsen om 16jliga element)

*  Fyll ut med Plus-satsen

* SORAE visar nér vi dr klara .




Euklidiska rum Definition av skaldrprodukt

Definition 6.2.1. En skaldrprodukt pa ett vektorrum V ér en funktion som till varje par
av vektorer u, v ordnar ett reellt tal betecknat (u|v) med foljande egenskaper:

Mal: Inféra geometri i vektorrum som inte har nat
naturligt langdbegrepp, tex polynomrum.

@) (ulv) = (vlu) (Kommutativa lagen)
Hur: Infora skaldrprodukt for att berdkna langder (i) (ulv+w) = (ulv) + (u]w) (Distributiva lagen)
definiera ortogonalitet, mm. (i) (ulAv) = A (ulv)

?? Har ju varken ldngd eller vinkel ?? (iv) () 2 0

(v) (uju)=0=u=0

Imitera! Tag egenskaperna hos skaldrprodukten i 2- )
N i for alla u,v,w € V och A € R.
OCh 3'dlm som deflnltlon- Ett vektorrum forsett med en skalarprodukt kallas ett euklidiskt rum.

Fortsatt imitera ON-baser

Definition 6.2.6. Lat E vara ett euklidiskt rum och u,v € E. ° Konstruktion av ON'baser

(a) Léngden av u betecknas |u| och definieras som

uf = V/(ufu).
(b) Avstandet mellan u och v definieras som |u — v| = 4/(u— vju—v).

(¢) u och v siiges vara ortogonala om (u|v) = 0.

*  Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess

*  Projektion pa underrum

* Minsta avstand = ortogonalt avstand

* Minsta-kvadratmetoden: ortogonalprojektion utan
ON-bas

Korollarium 6.3.3. Om {uy,....uy,} C E dr en ON-mingd och dimE = m sa dr
{uy, ..., w,} en ON-bus, dvs en ON-mdngd med ritt antal element ir en ON-bas.
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Ortogonal projektion pa underrum Gram-Schmidts

Sats 6.3.9. Lat U vara ett underrum av ett euklidiskt rum B och lat vy, ... w,, vare en Ortogonallserlngsprocess
ON-bas i U. Varje vektor i v € E kan pa ett och endast ett sdtt skrivas pa formen
) i . Normera
V=V bv,  dir Vi € U och v el
; I1. Fyll ut
Vidare,
v, = (viw )y + ..+ (viw ) u, (6.3.5) I1I. Pr0]lcera
och vi kallar iy den ortogonala projektionen pa U. I'V. Subtrahera

* OBS!! Kriivs ON-bas!!! A

* Notera att varje term i projektionen ar
ortogonalprojektion pd EN basvektor i ON-basen
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Ortogonalt komplement Utfyllnad?

s — iti .4.24. La hch U, vars lerr av ett vektorr V.
Definition 6.3.6. Lat U vara ett underrum av ett euklidiskt rum E. Det ortogonala Definition 5.4.24. Lat Uy och Uy vara nmknmn. a ,_r“ ffkl?lllllll LV . .

. S Om U; NUz = {0}, dvs det enda element som tillhér bada &dr 0, sa definierar vi den
komplementet till U definieras som ‘ -~
direkta summan av Uy och Uy, Uy & Us som
Ut = : =0 for all T :
U {veE: (vilu)=0 foralla ueU}. Uy ®Us = {m +u €V:iu €Uy, uy € Us}.

Sats 5.4.26. (Multi-Plus-satsen) Lat Uy, dimU; = & och Us, dimU; = m wvara
underrum av ett vektorrum 'V och antag att Uy N Uy = {0}. Dd ir

v
AVLU / dim (U; @ Us) = k + m.

Vidare, om ey, ... e, dr en bas 1 Uy och £,... f, dr en bas 1 Uy sa dr
& = e, ..., e, f1,.... 6, en bas i U; @ Us.

Korollarium 6.3.11. Lat U vara ett underrum av ett euklidiskt rum E. Da gdller att

UaelU- =E.

Figur 6.2: v=v
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Minsta-kvadratmetoden

Sats 6.4.1. Lat A vara en nxm-matris, X en mx1-matris, Y en nx1-matris och e stan-
dardbasen i R". Minstakvadrat-losningarna till AX =Y, dvs de X forvilka|eY —e AX|
dr sa liten som mdjligt, fas genom att l6sa normalekvationerna

ATAX = A'Y.

Normalekvationerna dr alltid l6sbara och om X dr en losning sa galler att
e AXq ar den ortogonala projektionen av eY pa A:s kolonnrum.
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Matriser till linjara avbildningar

Sats 7.3.1. Lat U och V vara vektorrum med dim U=k och dim V=r och lat
u=(uy ... up) ochv = (vy ... v;)
vara baser i U resp V.

Da finns till varje linjir avbildning F:U — V en entydigt bestimd rx k-matris A sadan
att

Fu)=FuX)=vAX.
Sitter vi F(uy) =vYy,...,F(uy) = vY} sd fds

)

A=Y .. Y

dvs A:s kolonner dr koordinatmatriserna for vektorerna F(uy), ..., F(uy) i basen v i V.

Definition 7.2.1.

Lat U och V vara tva vektorrum. En funktion
F:U-V forvilken géller att

(a) F(utv) = F(u) + F(v) for alla u,veU

(b) F(Au) = AF(u) for alla u€U och alla A€R

kallas en linjar avbildning.

18

Nollrum och viarderum

Definition 7.5.1. Lat U och V vara tva vektorrum och F:U—V en linjar avbildning.
Da definieras nollrummet N(F) och virderummet V(F) till F som

N(F)={ueU: F(u) =0} respektive V(F)={F(u) € V:uel}.

Sats 7.5.2. Lat U och V vara tva vektorrum och F:U—YV en linjdr avbildning. Da gdller
att

(a) N(F) dar ett underrum av U,

(b) V(F) dr ett underrum av V.

Sats 7.5.6. (Dimensionssatsen)
Lat U och V vara tva vektorrum och F: U=V en linjdr avbildning. Antag att dimU = n.
Da dr

dim N (F) +dimV(F) = n.




Berdkning av N(F) och V(F)

* N(F)?
* Los AX=0 pa vanligt sitt.
* V(F)?
Sats 7.5.4. Lat U och V vara tva vektorrum och lat uy, ... ,ug vara en bas i U. Betrakta

en linjar avbildning F: U—V. Da gdiller att

V(F) = [F(ul)v'“vF<uk‘)]'

Basbytesformeln

Sats 7.4.1. Lat ey, ..., e, och fy,... £, vara baser i vektorrummet V, T en nxn-matris
sadan att £ = eT och F:V—Y en linjir avbildning.
Om F har matrisen Ae i basen e och Ag i basen f sd gdller att

Ap = T71ALT.

Léas feT-formeln i basbytesformeln

f=eT, Ar=T 'AT

| HJ

V(F)?

Sats 7.5.4. Lat U och V vara tva vektorrum och lat uy, ... ,u; vara en bas i U. Betrakta
en linjar avbildning F: U—V. Da gdller att

V(F) = [F(ul)vlF(uk)]

Tank pa uppbyggnaden av avbildningsmatrisen!
F(w):s koordinater ar det som star i A:s kolonner.

For att hitta bas i V(F) behover 16jliga element
strykas.

Beroendeekvationen for V(F) blir AX=0.

Slutligen, vill ha ekvationer fér V(F) till kontroll och
utfyllnad, dvs vill 16sa AX=Y.



