Dagens dmnen Egenvdrden och egenvektorer

* Egenvirden och egenvektorer D o T i
* Egenrum F(u) = Au.

o Diagonahsering Vektorn u ovan kallas egenvektor med egenvérde A till F.
* Egenbas

°

Sekularpolynomet och sekularekvationen

Ortogonal diagonalisering

Egenrum Egenbaser och diagonalisering

Observation: Om u och v bada &r egenvektorer med
egenvarde A till F och keR sa galler

(a) F(utv) = F(u)+F(v) = Au+Av= A(u+v),
Sats 8.1.11. F: V=V, dimV < oo dr diagonaliserbar omm V har en bas bestaende av
(b) F(kl,I) = kF(U) = k(}\ll): }\(k[l), egenvektorer till F.

dvs bade u+v och ku &r egenvektorer med

Definition 8.1.10. Lat V vara ett vektorrum, dim V < co. En avbildning F': V-V kallas
diagonaliserbar om dess avbildningsmatris, i nagon bas, dr en diagonalmatris.

egenvdrde A till F. Foljaktligen blir mdngden av ? '? '? ? '?
egenvektorer till ett givet egenvérde (+0) ett R 8

underrum, egenrummet till A. Vad har detta med diagonal att géra?




Diagonaliserbarhet

Korollarium 8.1.12. Om F har egenbasen {ey,...,e,} med egenvirden \i,...,\, sa
blir F:s matris Ae i denna bas

At 0 0

0 X 0
A = .

0 0 An

Sekularpolynomet och
sekularekvationen

Sats 8.2.1. Lat V vara ett vektorrum, dimV < oo och F:V—YV en linjir avbildning med
avbildningsmatris A relativt nagon bas. Da gdller:

A dr ett egenvirde till F <= det (A— XI)=0.
Vidare, egenvirdena dr desamma oavsett relativt vilken bas avbildningsmatrisen dr given.

Diagonaliserbarhet

Definition 8.2.2. Lat A vara en nxn-matris. Polynomet det (4 — AI) kallas sekularpo-
lynomet till A och ekvationen det (A — AI) = 0 kallas sekularekvationen.

Sats 8.2.5. Lat V wvara ett vektorrum och F:V—Y en linjir avbildning. Om vy, ...,V
ar egenvektorer till F med olika egenvirden sa ar {vi, ..., v} linjirt oberoende.

Korollarium 8.2.6. Om F:V—V, dimV = n har n st olika egenvirden sa dr F dia-
gonaliserbar.

Sats 8.2.7. Lat F:V—=V. Om u dr en egenvektor till F' med egenvirde X\ sa dr u en
egenvektor till F™ med egenvirde A" for varje heltal n > 2.

Korollarium 8.2.8. Om F:V—YV dr diagonaliserbar sa dr F": V—Y diagonaliserbar.

Diagonaliserbarhet

En matris 4r alltsa diagonaliserbar om den &r
avbildningsmatris till en linjar avbildning som i
nagon bas (basen av egenvektorer till A) har en
diagonal matris som avbildningsmatris.

Hur avgér man om en avbildning ar
diagonaliserbar?

Finns tyvdrr inget enkelt svar.




Ortogonal diagonalisering

Ortogonal diagonalisering

Sats 8.3.1. Lat E vara ett euklidiskt rum och F:E—E en symmetrisk linjir avbildning.
Da dir egenvektorer hérande till olika egenvirden ortogonala.

Korollarium 8.3.3. Lat E vara ett euklidiskt rum och F:E—E en symmetrisk linjir
avbildning. Da dr egenrum hdorande till olika egenvirden ortogonala.

Sats 8.3.5. (Spektralsatsen) Lat E vara ett euklidiskt rum, dimE < oo och F:E—E
en linjir avbildning. Da giller:
F ar symmetrisk.
—
Det finns en ON-bas i E bestaende av egenvektorer till F.

Sats 7.7.9. Lat E vara ett evklidiskt rum och F:E—E en symmetrisk linjir avbildning.
Da gdller att
N(F)=V(F)*.

Lemma 8.3.7. Lat A vara en reell symmetrisk nxn-matris. Da har sekularekvationen,
det (A—XI) =0

endast reella rotter.

Multipelegenvarden

Sats 8.4.1. Lat F: V-V, dim V=n < co vara en linjir avbildning och Ao ett egenvdrde
till F'. Da galler
Ao ’s geometriska multiplicitet < \o’s algebraiska multiplicitet.

Sats 8.4.3. Lat F: V-V, dimV=n < oo vara en linjir avbildning och antag att sekula-
rekvationen endast har reella rotter. Da giller:
F dr diagonaliserbar
—
de geometriska och algebraiska multipliciteterna dr lika for resp egenvirde.




