Dagens amne

» Kvadratiska former
* Matrisform
* Diagonalisering av kvadratiska former
* Max/min
* Teckenkaraktir
e Andragradskurvor
* De olika kurvtyperna

* Rita graferna i “rétt bas”

Kwvadratiska former

* a,x,ta,x,+...+a,x, kallas en linjar form

2 2 . 0 B
e a,X|+a,x;+2a,x,X,kallas en kvadratisk form i tva
variabler

2 2 2
o a,X;ta,x;tasx;+2a,x,x,+2a:x; x,+2a,Xx, X,

kallas en kvadratisk form 1 tre variabler

Definition 9.1.1. Lat E, dimE = n < oo vara ett euklidiskt rum . En funktion @Q: E—R
siiges vara en kvadratisk form om den i nagon bas {ej,es, ..., e,} for E kan skrivas

n n

Q(u) = Qe Xe) = Q(z1e1 + 222 + ... + 1€,) = Z Z QijT;Tj.

i=1 j=1

Kwvadratiska former

Sats 9.1.3. Till varje kvadratisk form Q:E—R hor en entydigt bestimd symmetrisk
lingir avbildning F:E—E sadan att

Q(u) = (u|F(u))

for varje u € E.

Sats 9.1.4. Lat Q:E—R vara en kvadratisk form och Q(u) = (u|F(u)) dir F:E—E dr
en symmetrisk lingir avbildning. Lat {f,fs,...,£,} vara en ON-bas av egenvektorer till
F. Da dr

Q(u) = Q(ylfl + ’IJ2f2 + ...+ ynfn) = )\lyf + )\ny + ...+ )\nyi

ddr N\; dr egenvdrde till f;.

Varfor ar kvadratiska former
intressanta?

Dyker forstas upp 1 tilldmpningar som tex
* uttryck som definierar kurvor eller ytor

* uttryck for energi, spec. rotationsenergi dd en kropp
roterar kring fix axel

* max/min undersokningar for funktioner av flera
variabler etc, etc, ...

och de ar tacksamma att studera da de kan
transformeras till enkel form och darmed ar de ett
bra exempel pa anvdndning av egenvirdesteori




Problem vi skall studera (10sa)

 Vilken sorts kurva (yta) har en ekvation pa formen
O(w)=0(eX)= X'AX=k

* Vad har Q(u) for tecken?

 Hur stor kan Q(u) bli i forhéllande till |u] ?

 Hur stor kan Q(u) bli da |u|=1?

Rang och signatur

Troghetslagen

Sats 9.1.6. (Troghetslagen) Lat Q: E—R, dimE = n vara en kvadratisk form. Lat

{e1,...,en} och {fy,....£,} vara tva baser sidana att
Ou) = QleXe) = Mt + ...+ )\,,:1;12) - )\p+111,‘[27+1 — = A
QEXp) = Y] + - + Ha¥y — Hat1Ysr — - — HsYs
dir N, i=1,...,7 och pj, j =1,...,s dr positiva. Da gdller

p=q och r=s,

dvs oavsett i vilken diagonaliserande bas som Q) representeras sa dr antalet kvadrattermer
med positiva koefficienter lika. Detsamma gdller for antalet kvadrattermer med negativa
koefficienter och, om r < n = dimE, antalet kvadrattermer med koefficient 0.

Definition 9.1.7. Lat Q: E—R, dimE = n vara en kvadratisk form som i nagon bas ges
av
Qe X,) :.7:?+...+J}]2)7.’1)[27+1 —.—x2, 0<p<r<n.

o

Da kallas r den kvadratiska formens rang och n-tipeln

(1,..,1,—1,...,—1,0,...,0)
——— N e’ N’
pst r—pst n—rst

kallas den kvadratiska formens signatur.

Teckenkaraktar

Definition 9.1.8. En kvadratisk form Q: E—R kallas

(a) Positivt definit: om Q(u) > 0 for alla u # 0.

(b) Negativt definit: om Q(u) < 0 for alla u # 0.

(c) Positivt semidefinit: om @Q(u) > 0 for alla u med likhet fér minst ett u # 0.
(d) Negativt semidefinit: om Q(u) < 0 for alla u med likhet for minst ett u # 0.
(e) Indefinit: @ kan anta bade positiva och negativa vérden.

Det fall som en given kvadratisk form sorterar under kallas den kvadratiska formens
teckenkaraktdr.




Egenvirden,teckenkaraktir och signatur

Sats 9.1.9. Lat Q:E—R, dimE = n < oo vara en kvadratisk form. Da gdller

Teckenkaraktir | Rang Signatur Egenvirdenas tecken
Positivt definit n (1,...,1) >0

Negativt definit n (-1,...,—1) <0

Positivt semidefinit <n 1:or, minst en 0:a >0, minst ett =0
Negativt semidefinit | <n | —l:or, minst en 0:a <0, minst ett =0

Indefinit

minst en 1:a och
mainst en —1:a

Olika tecken

Hur stor blir Q?

Sats 9.1.11. Lat Q:E—R, dimE = n < co vara en kvadratisk form. Da gdller
)‘minlu‘Z < Q(u) < )\TIL{L:I“,‘UP

med likhet endast da u = egenvektor till egenvirdet \p,;, resp egenvektor till egenvirdet

)\'ITI,(I,Z"

Speciellt, om |u|=1 s &r
dew < O(U) < o

Hyperbeln llzrf + 47“5 — 24xx9 = 5.
Asymptoter 1121 — 229 = 0, 21 — 219 =0.

Cirkelns radie =

4_

Hyperbeln 112% + 423 — 24z,75 = —5. T

Asymptoter 11z, — 2z = 0, 1 — 229 =0. ]

Cirkelns radie = 1 2
4 2




Y2
Hyperblarna 11z} + 425 — 242,29 = £5.

Asymptoter 11x; — 229 = 0, 21 — 225 =0.
Nya koordinatsystemet

1/ 4 1
flzeu( )-fzze
5\-3 5




