
Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as
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Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen

1 1 1 0 1 0 a0
1 0 0 1 1 0 a1
1 1 0 0 0 0 a2
1 0 1 1 0 0 a3
1 1 1 0 1 0 a4

 ∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4
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1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen

1 1 1 0 1 0 a0
1 0 0 1 1 0 a1
1 1 0 0 0 0 a2
1 0 1 1 0 0 a3
1 1 1 0 1 0 a4

 ∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen

samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen

1 1 1 0 1 0 a0
1 0 0 1 1 0 a1
1 1 0 0 0 0 a2
1 0 1 1 0 0 a3
1 1 1 0 1 0 a4

 ∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom

, d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen

1 1 1 0 1 0 a0
1 0 0 1 1 0 a1
1 1 0 0 0 0 a2
1 0 1 1 0 0 a3
1 1 1 0 1 0 a4

 ∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0

, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen

1 1 1 0 1 0 a0
1 0 0 1 1 0 a1
1 1 0 0 0 0 a2
1 0 1 1 0 0 a3
1 1 1 0 1 0 a4

 ∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen

1 1 1 0 1 0 a0
1 0 0 1 1 0 a1
1 1 0 0 0 0 a2
1 0 1 1 0 0 a3
1 1 1 0 1 0 a4

 ∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen

1 1 1 0 1 0 a0
1 0 0 1 1 0 a1
1 1 0 0 0 0 a2
1 0 1 1 0 0 a3
1 1 1 0 1 0 a4



∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen
1

1 1 0 1 0 a0

1

0 0 1 1 0 a1

1

1 0 0 0 0 a2

1

0 1 1 0 0 a3

1

1 1 0 1 0 a4



∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen
1 1

1 0 1 0 a0

1 0

0 1 1 0 a1

1 1

0 0 0 0 a2

1 0

1 1 0 0 a3

1 1

1 0 1 0 a4



∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen
1 1 1

0 1 0 a0

1 0 0

1 1 0 a1

1 1 0

0 0 0 a2

1 0 1

1 0 0 a3

1 1 1

0 1 0 a4



∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen
1 1 1 0

1 0 a0

1 0 0 1

1 0 a1

1 1 0 0

0 0 a2

1 0 1 1

0 0 a3

1 1 1 0

1 0 a4



∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

Vi f̊ar systemen
1 1 1 0 1

0 a0

1 0 0 1 1

0 a1

1 1 0 0 0

0 a2

1 0 1 1 0

0 a3

1 1 1 0 1

0 a4



∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut

L̊at

p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as

p1 = x


1
1
1
1
1

, p2 = x


1
0
1
0
1

, p3 = x


1
0
0
1
1

, p4 = x


0
1
0
1
0

, p5 = x


1
1
0
0
1

 .

Ställ upp beroendeekvationen samt L.K.= godtyckligt polynom , d v s

λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + λ4p4 + λ5p5 = 0, a0·1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4
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1 1 1 0 1 0

a0

1 0 0 1 1 0

a1

1 1 0 0 0 0

a2
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a3
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a4



∼ . . . ∼


1 1 1 0 1 0 a0
0 1 1 1 2 0 a0 a1
0 0 1 0 1 0 a0 a2
0 0 0 0 0 0 a0 a2 a1 a3
0 0 0 0 0 0 a0 2a2 a4





Banta ner och fylla ut
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p1=1+x+x2+x3+x4, p2=1+x2+x4, p3=1+x3−x4, p4=x+x3, p5=−1+x+x4

och l̊at U = [p1,p2,p3,p4,p5]. Bestäm en bas i U, dimU samt fyll ut basen i U
till en bas i P4.
Lösning: L̊at x =

(
1 x x2 x3 x4

)
= standardbasen i P4 och skriv de

inblandade polynomen i bas·koordinatform. D̊a f̊as
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Banta ner och fylla ut

Börjar med beroendeekvationen och skriver vi ut variablerna.

D̊a f̊as följande
ekvationssystem λ1 + λ2 + λ3 − λ5 = 0

λ2 + λ3 − λ4 − 2λ5 = 0
− λ3 + λ5 = 0

.

Lös ut en variabel per återst̊aende ekvation.
λ1
λ2
λ3
λ4
λ5

=


−λ2−λ3+λ5=−(s+t)−t+t=−s−t
−λ3+λ4+2λ5

=−t+s+2t

=s+t

λ5

=t
s
t

=s


1
1
0
1
0

+ t


1
1
1
0
1

, s, t ∈ R

Insättning av s = 1, t = 0 ger d̊a

−1·p1 + 1·p2 + 0·p3 + 1·p4 + 0·p5 = −p1 + p2 + p4 = 0 ⇐⇒ p4 = p1 − p2

och p̊a samma sätt ger s = 0, t = 1

−1·p1 + 1·p2 + 1·p3 + 0·p4 + 1·p5 = 0 ⇐⇒ p5 = p1 − p2 − p3,

d v s p4 och p5 kan utses till löjliga element.
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Insättning av s = 1, t = 0 ger d̊a
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Lös ut en variabel per återst̊aende ekvation.
λ1
λ2
λ3
λ4
λ5

=


−λ2−λ3+λ5=−(s+t)−t+t=−s−t
−λ3+λ4+2λ5=−t+s+2t=s+t

λ5=t
s
t

=s


1
1
0
1
0

+ t


1
1
1
0
1

, s, t ∈ R

Insättning av s = 1, t = 0 ger d̊a

−1·p1 + 1·p2 + 0·p3 + 1·p4 + 0·p5 = −p1 + p2 + p4 = 0 ⇐⇒ p4 = p1 − p2

och p̊a samma sätt ger s = 0, t = 1

−1·p1 + 1·p2 + 1·p3 + 0·p4 + 1·p5 = 0

⇐⇒ p5 = p1 − p2 − p3,

d v s p4 och p5 kan utses till löjliga element.
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Banta ner och fylla ut

Satsen om löjliga element (Sats 5.3.16, sid 111) ger d̊a att

U = [p1,p2,p3,p4,p5]

= [p1,p2,p3].

Eftersom strykningen av löjliga element ger att de återst̊aende är linjärt
oberoende (Sats 5.4.4, sid 114) är p1,p2,p3 en bas i U och därmed dimU = 3.
För att hitta utfyllnaden g̊ar vi tillbaka till det sista systemet (L.K.=godtyckligt
polynom) och skriver ut variablerna även här. D̊a f̊as

λ1 + λ2 + λ3 − λ5 = a0
λ2 + λ3 − λ4 − 2λ5 = a0 − a1
− λ3 + λ5 = −a1 + a2

0 = −a0 − a1 + a2 + a3
0 = a0 − 2a2 + a4

.

Ur ovanst̊aende ser vi att systemet är lösbart omm −a0 − a1 + a2 + a3 = 0 och
a0 − 2a2 + a4 = 0 , d v s polynomet a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 är en
linjärkombination av p1, . . . ,p5 omm −a0 − a1 + a2 + a3 = 0 och
a0 − 2a2 + a4 = 0. Följaktligen är

U = [p1, . . . ,p5] = [p1,p2,p3] =

=

{
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 ∈ P4:
−a0 − a1 + a2 + a3 = 0

a0 − 2a2 + a4 = 0

}
.
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λ1 + λ2 + λ3 − λ5 = a0
λ2 + λ3 − λ4 − 2λ5 = a0 − a1
− λ3 + λ5 = −a1 + a2

0 = −a0 − a1 + a2 + a3
0 = a0 − 2a2 + a4

.

Ur ovanst̊aende ser vi att systemet är lösbart omm −a0 − a1 + a2 + a3 = 0 och
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För att hitta utfyllnaden g̊ar vi tillbaka till det sista systemet (L.K.=godtyckligt
polynom) och skriver ut variablerna även här. D̊a f̊as
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Banta ner och fylla ut

För att hitta utfyllnaden bryter vi mot ett villkor i taget.

Välj, t ex q4 = x som
bryter mot −a0 − a1 + a2 + a3 = 0 men uppfyller a0 − 2a2 + a4 = 0. Plussatsen
ger d̊a att p1,p2,p3,q4 är linjärt oberoende och därmed en bas i

V = [p1,p2,p3,q4] = {q ∈ P4: a0 − 2a2 + a4 = 0} .

Välj slutligen q5 som bryter mot a0 − 2a2 + a4 = 0 , t ex q5 = 1 s̊a ger
Plus-satsen igen att p1,p2,p3,q4,q5 är linjärt oberoende. Nu är de dessutom
“Rätt antal” och därmed en bas i P4.
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Banta ner och fylla ut

För att hitta utfyllnaden bryter vi mot ett villkor i taget. Välj, t ex q4 = x som
bryter mot −a0 − a1 + a2 + a3 = 0 men uppfyller a0 − 2a2 + a4 = 0. Plussatsen
ger d̊a att p1,p2,p3,q4 är linjärt oberoende och därmed en bas i
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