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Inga hjidlpmedel. Ej riknedosa. Fullstindiga motiveringar krévs.

For betyg 3 behovs 20 poéng, for betyg 4, 26 poédng och 32 podng for betyg 5, inklusive eventuella
bonuspoéng.

1.

Betrakta foljden av fibonaccital som definieras av Fy =1, Fy =1, F,, = Fip1+F_o,m > 2.
Visa med induktionsprincipen att Fy + F3+ -+ Fo, 1 = Fy, — 1, for alla n >1. (5p)

. Studera om grafen G nedan dr Hamiltonsk, Eulersk, planir och bipartit. Ange kromatiska

talet till grafen. Varje fraga ger 1p.

P=SaN

(a) Hur manga binéra foljder med 20 1:or och 17 0:or finns det med villkoret att det INTE
finns tva konsekutiva 0:or?  (3p)

(b) Hur manga Upp-och-Hoger vigar med 20 upp-steg och 25 hoger-steg finns det med
villkoret att det INTE finns tva konsekutiva upp-steg?  (1p)

(c) Pa hur manga sétt kan vi férdela 20 identiska bollar i 7 lador?  (1p)

Dynamiken for tva populationer av bakterier ges av systemet av rekursiva ekvationer (hur
antalet bakterier dndrar sig fran en métning till nésta):

an+1 =  0.6a, +0.50,
>
{ boiy = —0.16a, +1.2b, "=

5b
med ag = a, bgzbdé’tra<§.
(a) Ange andragradsekvationer (eller karakteristiska ekv.) fér a,, och b,  (2p)
(b) Ange explicita formler fér a, och b, beroende pa a och b  (2p)
(c) Vad gar a,, mot nir n - o0? (1p)
(a) Ange heltalet mellan 5000 och 6000 som #r kongruent med 19%7%51 modulus 1001.
(3p)
(b) Ange alla par av negativa heltal a och b som uppfyller den diofantiska ekvationen

34a® +516* = 1360.  (2p)

Bestdm sannolikheten att nidr man permuterar siffrorna 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 och 9 s& hamnar
ingen av siffrorna 1, 3, 7 och 9 pa sin plats.  (5p)

. Betrakta mingden B = {(i,7) € A% A = {1,2,4,5,10,20,25,50,100}} . Vi definierar pa B

en relation R genom (z,y)R(z',y') om x #r en multipel till 2’ och y #r en multipel till
/

y'.
(a) Visa att R &r en partialordning.  (3p)

(b) Visa att (B,R) &r en lattice. (1p)

(c) Ange minsta och storsta element i (B,R). (1p)

Formulera och bevisa satsen: Ekvivalens av existens av ekvivalensrelation och partition pa en
mingd A (De nddvindiga begreppen som anvinds i satsen ska definieras).  (5p)
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Uppgift 1 Fibonacciféljden, {f;}, definieras enligt:

f1:f2:17 fn+2:fn+fn+17 n > 1. (1)
Vi ska bevisa ekvationen:
Hhtfs++ fon-1=fan—1, Vn=>1 (2)
e Basfall (n=1):
Vi borjar med att kontrollera ekvationen for n = 1:
Vih=fi=1=2-1=f,—1=HL, Vv
Hér &r VL; och HL; vinster- respektive hogerled i (2) for n = 1.

e Nu antar vi att ekvationen (2) giller fér nagot p > 1, dvs.

Ji+fa+-F fopo1 = fop — L.

Vi ska bevisa att ekvationen dven géller for n = p + 1:

VEIpr = (fi+fa+-+ fop-1) + fopta
= (f2p - 1) + fopt1
= (fop + fopy1) — 1
= fap+1) — 1
=HLpy v’

ddr andra raden foljer fran vart antagande i (2) och fjirde raden foljer fran
definitionen av Fibonaccitalen i (1).



Uppgift 2

I Figur 1 visas grafen G.

as ag ar as
Figur 1: Detta &r grafen G.

e (Hamiltonsk): Ja, vilket illustreras i Figur 2.

ax a2 as Gy

as ae ar as
Figur 2: a1 — as — a5 — a3 — ag — ag — ay — ag — a1 ar en Hamiltoncykel.

o (Eulersk): Nej, eftersom t.ex. deg (as) = 3 (vilket &r udda) i Figur 1.

o (Planir): Nej, eftersom delgrafen i Figur 3 &r homeomorf med K3 3.

ay a2 as Qa4
..Z.-
as Qg ar as

Figur 3: Har illustreras en delgraf till G som &r homeomorf med K3 3.

e (Bipartit): Nej, det finns udda cykler i Figur 1, t.ex. ag — a7 — as — as.

o (Kromatiskt tal): x(G) = 3. Grafen &r ej bipartit sa x(G) > 3. Vi testar darfor
3 firger och ser att det fungerar, vilket visas i Figur 4.

aq a9 as a4

as ae ar as

Figur 4: Grafen G kan firgas med 3 férger.



Uppgift 3
a) Det enda vi behover tdnka pa dr hur vi kan placera in O:or i en f6ljd av 20 stycken
1:or. Eftersom inga 0:or &r konsekutiva har vi 20 4+ 17 — 16 = 21 platser att placera

in 0:or pa. Det finns alltsa (?%) binéra foljder med det givna villkoret.

b) P4 samma siitt finns det

25+20—-19 26
= = 2302
(75" = (5) = zs0m0

c) Vi riknar kombinationer med upprepningar, alltsa

20471 26 26
- = = 230230.
(70 = (0) = () =2

vagar.



Uppgift 4
a) Givet &r

Ant1 = 0, 6a,+0, 5b,
bp+1 = —0,16a,+1,2b,

med bivillkoren n > 0, med ag = a, by = b och a < %b

Fran forsta raden i (3) far vi

bn = 2an+1 - gan

SanJrl

vilket vi kan sétta in i andra raden i (3) for att fa

bn+1 = 2an+2 -

4
ap+42 — gan-f—l + gan =0,
med karaktéristisk ekvation
9 4
2
- = - =0. 4
r 57" + 3 (4)

Pa samma sétt far vi ekvationerna for b, o, vilka har exakt samma form.

b) Ekvation (4) har 16sningarnar, = 1 och ry = %. Dérfor blir de allménna 16sningarna

enen()
nBl+BQ( >

O W~

()

SHIN

Med bivillkoren far vi fran (3) och (5) att

ag=a= A1+ Ay bo=b= B+ B>
4 3a b och 4 —4a | 6b
al—A1+3A2—€+§ bl_Bl+5B2_E+E

Genom att 16sa ut Ay, Ao, By, och By far vi slutligen att

u _5b—2a +4a—5b é "
T2 2 5

10b — 4a  4a — 5b <4)n

5 5 5

b, =

c) Da (%)n — 0 nér n — oo sa kommer

5b — 2a

> 0.
2

an



Uppgift 5

a) Forst dr 1001 =7-11-13 och

bl = 199876541 = 59876541 = 11646090 .5=5 mod?7
bg = 199876541 = 89876541 = 1987654 .8 =8 mod 11
b3 = 199876541 = 69876541 = 1823045 .6 =6 mod 13

Med Kinesiska restsatsen finner vi nu att

r=5-143-a1 +8-91-ay +16-77- a3 mod 1001
=5-143-5+8-91-44+16-77-(-1) mod 1001

)

= 6025 mod 1001
= 5024 mod 1001
eftersom
143 -5 =1 mod?7
91-4 =1 mod 11
77-(-1) =1 mod 13

b) Alternativ 1

Vi borjar med att sitta a? = A och b2 = B, dir A och B bada #r positiva, och detta
ger oss den linjira diofantiska ekvationen:

34A+51B = 1360 <= 24+ 3B = 80. (6)
Nu dr sgd(34,51) = 17 och 17]1360 = 17 - 80. Eftersom

17 =234+ (—1) - 51,
sa dr en 16sning till (6): Ag =2-80 = 160 och By = (—1) - 80 = —80.

Den allménna l6sningen till 24 + 3B = 0 4r A = —3n och B = 2n, n € Z. Alla
l6sningar kommer da ges av

A=160 —3n >0 <= b<53
B=-80+2n >0 <+ n>141

Alla mgjliga svar blir da

(A, B) =(37, 2), (34, 4), (31, 6), (28, 8),
(25, 10), (22, 12), (19, 14), (16, 16),
(13, 18), (10, 20), (7, 22), (4, 24), (1, 26).
Eftersom A och B &r kvadrater maste A = B = 16, sa att a = b= —4.



Alternativ 2
Vi gor samma variabelbyte igen och far ekvation (6).

Eftersom bade 24 och HL &r jimna maste 3B ocksa vara jimnt. For att uppfylla
detta krav maste B vara en jimn kvadrat. Eftersom

3B=80—-2A<80—-2=78,
maste dven B < 16. Sa det finns tva majliga fall: B =4 och B = 16.

For B =4 far vi A = 34, vilket inte dr mojligt, men f6r B = 16 far vi:

2A+3-16 =80 <+ A =16.

Nu blir a ett heltal, och vi har 16sningen a =b = —4 < 0.



Uppgift 6
Totalt antal permutationer ar 9!.
Lat

A; = {permutationer dér 1 &r fixerad}
Ay = {permutationer dér 3 &r fixerad}
As = {permutationer dér 7 &r fixerad}
Ay = {permutationer dér 9 &r fixerad}

Da ar antalet permutationer dér varken 1, 3, ¥ eller 9 dr fixerad

‘A1UA2UA3UA4‘ =9 - |A1UA2UA3UA4|.
Med PIE far vi

|[AT UAsUA3 U Ay =4-8'—6-7+4-6!— 5!,
eftersom
|A;] =8, 1<i<4
A, NA; =7, 1<i<j<A4
[AiNA;NA =6, 1<i<j<k<4
|A1 N Ay M A3 N Ay|= 5!

Sa sannolikheten blir

1
5173,779:5(9!74~8!+6'7!*4'6!+5!)
4 1 1 1

=1 - = - -

9 12 126 3024
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Uppgift 7

a) For att visa att R #r en partialordning visar vi f6ljande:

i) Reflexivitet av R: For att visa att R dr reflexiv behover vi visa att for varje (z,y)
i B giller att (z, y) R (x, y). Detta #r sant eftersom x|z och y|y.

i) Antisymmetri av R: For att visa att R #r antisymmetrisk behover vi visa att
om (z, y) R (2, y') och (2/, ¥') R (z, y), s& kommer (x, y) = (2/, ). Detta &r
sant eftersom 2’|z och y' |y samt x |2’ och y|y’, medfér att x = 2’ och y = ¢/
eftersom z, 2/, y och 3 ar positiva.

ili) Transitivitet av R: Fér att visa att R #r transitiv behover vi visa att om (z, y) R (2, ¢/)
och (2, y') R (2", y"), sd kommer (z, y) R (", y"). Detta dr sant eftersom =" | 2’
och 2|z samt y” |y’ och y' |y medfor att a” |z och y”|y. Alltsa giller att

(@, y) R («", y").
b) (B, R) #r en lattice eftersom givet C = {(z, y), («/, ¥')} &r
{mébw) = (sgd(, «'), sgd(y, )
sub(C) = (mgm(z, 2'), mgm(y, y'))
c) Minsta element &r (100, 100) och storsta element &r (1,1).



