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Inga hjdlpmedel. Ej rdknedosa. Fullstéindiga motiveringar kravs.

For betyg 3 behdvs 20 podng, for betyg 4, 26 poidng och 32 poang for betyg 5, inklusive eventuella
bonuspoéng.

1. Betrakta Fibonaccitalen f; =1, fo =1, fp4o = fn_1 + fn,n > 1 Visa med induktionsprincipen
att fE4 fi4- 4+ f2= fofar forallan>1. (5p)

2. Betrakta den fullsténdiga bipartita grafen K, 3 med n noder av typ A och 3 noder av typ B.

(a)

)

3. (a)
(b)
()
(d)
(e)

4. (a)
(b)
5. (a)

(b)

Visa att ett uppspénnande trdd i K, 3 kan inte ha 3 eller fler noder av typ A som é&r
grannar till minst 2 noder av typ B (1p)

Visa att det finns tva sorters uppspénnande trad i K, 3: antingen en (1) nod av typ A &r
granne till de tre noder typ B, eller 2 noder av typ A &r grannar till 2 noder var av typ B,
men inte samma 2 noder av typ B.  (2p)

Hur manga uppspéannande trdd har K,3? (2p)

Pa hur manga sétt kan man dela 30 lika dockor i 6 olika fack?  (1p)
Pa hur manga sétt kan man dela 30 olika dockor i 6 ordnade fack?  (1p)
Pa hur manga sétt kan man dela 30 olika dockor i 6 (oordnade) fack? (1p)

Hur manga partitioner av en méangd med 30 element finns det om partionen bestar av 6
delméngder med 5 element var?  (1p)

Hur manga ekvivalensrelationer kan man ha pa en mingd med 30 element om ekvivalens-
relationen har 6 ekvivalensklasser med 5 element i varje ekvivalensklass?  (1p)

Bestim heltalet mellan 10800 och 11700 som ir kongruent med 902°°C modulo 899.  (3p)

Los systemet av modulédra ekvationer

5r +3y —2z = 18 mod23
3z —6y +3z = 0 mod23  (2p)
6z +3y +2z = 10 mod23

Lés den rekursiva ekvationen s,1 — s, =n® +3n? +3n+1,50=0. (4p)
n
Genom att sédtta s, = Z k| bestém summan av de n forsta positiva heltalen.  (1p)
k=1

6. En matris A = (a;j) kallas boolsk om varje element a;; tar viirdet O eller 1. Betrakta méngden

av boolska matriser My = {4 =

ail a2 aiz a4
a1 a2 a3 G224
az1 azz2 az3z a34
a41 Q42 Q43 Q44

; ajj = 0,1} . Hur manga funktioner

f: My — {0,1} finns det om alla element i kolonn 1 tar viirdet 1, eller alla element i diagonalen
tar viardet 1, eller alla element i kolonn 4 tar vérdet 17 Svara med ett heltal.  (5p)

7. Betrakta mingden A = {l = (z1024%1023 .- x221); z; € {0,1}} av binéra listor av langd 1024.
Vi definierar pa4 A en relation R genom [ = (z;)R1I' = (y;) om xz; > y; for 1 <i <1024.

(a)
(b)
()

Visa att R &r en partialordning.  (3p)
Visa att (A, R) &r en lattice. (1p)
Ange minsta och storsta element i (A,R), om de finns. (1p)

8. Formulera och bevisa Eulers formel fér planira grafer. Om du behdver andra resultat ska du
endast formulera dem. (5p)
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Uppgift 1
Vi ska visa med induktionsprincipen att

R+t fi=fafapr, 21, (1)
dir {f;} &r Fibonaccitalen, det vill siga

fi=fe=1 foyo=fo+ fay1, n=1 (2)

e Forst kontrollerar vi formeln for n = 1.

VI, =f}=1-1=fifo=HL, v
ddr VL1 och HL, &r vinster- respektive hogerled i (1) for n = 1.

e Sedan antar vi for nagot n > 1 att

S R =fatann (3)
k=1

och kontrollerar for n + 1.

Vi = i+ fE+.. fa+ fon
= fnfn+1 + f72L+1 = fn+1(fn + fn+1)
= fn+1fn+2
= HLn+1 \/

dér andra raden foljer fran vart antagande i (3) och tredje raden foljer fran
definitionen av Fibonaccitalen i (2).



Uppgift 2

I Figur 2 illustreras grafen K, 3 med grupp A och B.

Figur 1: Fullsténdiga bipartita grafen K, s.
a) Ett uppspénnande triad i K, 3 kan inte ha > 3 noder av typ A som &r grannar till

minst 2 noder av typ B, for det skulle innebéra cykler i “tradet”. Det finns tva fall
som kan ske, vilka illustreras i Figur 2 och 3.

ay az az Qp,

bl b2 bB

Figur 2: ay — by — a3 — bs — as — by — a1 &r en cykel.

ay a2 as Qn

by ba b3
Figur 3: a1 — by —as — by — as — by — aq &r en cykel.

b) Det finns tva sorters uppspénnande trid, eftersom ett uppspénnande triad har
n+ 3 —1 = n+4 2 kanter och hogst 2 noder av typ A kan vara grannar med minst
2 noder av typ B. Det finns tva mojligheter om det inte ska finnas cykler, vilka
illustreras i Figur 4 och 5.

ai G,

by ba bs

Figur 4: Variant 1 av uppspiannande trid. Alla a; # a1 har endast 1 kant. Totalt finns
det alltsa (n — 1) + 3 = n + 2 kanter.



ay a2 Qn

by ba bs

Figur 5: Variant 2 av uppspinnande triad. Alla a; # a1, ao har endast 1 kant. Totalt
finns det alltsa (n — 2) + 4 = n + 2 kanter.

c) Enligt b) finns det totalt n-3"~! stycken uppspinnande trid av variant 1, eftersom
varje a; # aq har 1 kant och 3 olika val av nod i B. Sedan kan vi vélja vilken nod i A
som har 3 kanter pa n sétt.

Det finns totalt (g) -3-3"~2 uppspénnande trid av variant 2, eftersom varje a; # a1, as
har 1 kant och 3 val av nod i B. Sedan kan vi vélja de noder i A som har 2 kanter
pa (g) sitt. Sedan kan vi vélja hur de noder i A som har 2 kanter sitter ihop med

noderna i B pa 3 sitt.

Totalt alltsa

n-3" 4 (;) P B G AL 12) it



Uppgift 3

a) Det gar att dela 30 lika dockor i 6 olika fack pa (30;53; 1) sitt. Detta dr detsamma,
som antalet 16sningar till
T+ 29+ -+ a6 = 30, .’tiGZzo, 1<1<6.
b) Varje docka har 6 val av 1ada och det #r 30 dockor. Det finns alltsa 63 sétt.
c) Vi ska dela in 30 dockor i 6 oordnade fack. Lat antalet séitt detta gar att gora pa

betecknas med T'. Med hjélp av Stirlingtalet av andra slaget kan vi dela in problemet
i fallen da 0 — 5 stycken lador dr tomma och sedan summera. Vi kommer da fa

T = S(30,1) + (g) - 5(30,2) + <§) - 5(30,3)
+ (Z) - S(30,4) + (g) - 5(30,5) + 5(30,6)

d) Vi ska dela in 30 olika dockor i 6 oordnade fack med 5 dockor i varje. Lat antalet
sitt detta gar att gora pa betecknas med T. Da &r

B 30!
~ 5!.51.50.5!0.50.5!.6!

e) Partition = ekvivalensklass sa vi far samma svar som i d).

T




Uppgift 4

a) Forst dr 899 = 29 - 31 och ¢(899) = 28 - 30 = 840. Av detta foljer att

902900 = 3900 mod 899
= 3840 . 360 mod 899
= 360 mod 899

dar tredje raden foljer av Eulers sats.

Nu ar

330 =1 mod 31 360 =1 mod 31
330 =9 mod 29 360 =923 mod 29
ty ¢(31) = 30 och ¢(29) = 28.

Med Kinesiska restsatsen finner vi nu att

300=1.29.b; +23-31-by mod 899
=1-29-15+23-31-15  mod 899

=15-742 mod 899
= 11130 mod 899
b) Vi har att
5+ 3y —22=18 mod 23 S5+ 3y —22=18
3r—6y+32=0 mod 23 <= r—2y+2=0
6z 4+ 3y +22=10 mod 23 6z + 3y + 22 =10

ty sgd(3, 23) = sgd(6, 23) = 1.

Om vi ordnar om och anvinder elimination far vi

r—2y+2=0 mod 23 r—2y+2=0
2R1+R2

5+ 3y —22=18 mod 23 = Tr—y =18
Ro+Rs3

6z +3y+22=10 mod 23 11z +6y =5
— r—2y+2=0
= Tr—y =18

Tr =21

Sa losningen dr z =y = z = 3.

mod 23
mod 23
mod 23

mod 23
mod 23
mod 23

mod 23
mod 23
mod 23



Uppgift 5
a) Vi har att

S = s 4 5P,

dar S%h) dr den homogena 16sningen och 553’ ) en partikularlosning.

Den karaktiristiska ekvationen for s, dr r — 1 = 0, vilket ger 16sningen 1 = 1 (med
multiplicitet 1). Darfor ar

s =A.1" = A,

Vi kan skriva sgf ) som

s = n(byn® + ban? + ban + by)

och sdtta in det i differensekvationen for att fa

3521 — 5P = b (n4+ 1)+ ba(n+1)° +bs(n+1)% + by(n+ 1) — (byn* + byn® + bsn? + byn)
= 4b1n‘3 + (6b1 + 3b2)n2 + (4b1 + 3b2 + 2b3)n + (b1 + bg + b3 + b4)
=n3+3n2+3n+1.

Detta ger att

-1
4b; =1 =4
6b1 + 3bo =3 b2:%

<~
4b1+3b2+2b3 =3 bgzi
by +bys+b3+by =1 _
by =0

Nu kan vi skriva s,, som

A+n4+2n3+n2

men s =0 = A=0sa

nt+2n3+n? n*n?+2n+1) n%(n+1)2
Sn = = = .
4 4 4
b) Genom att ténka att

far vi att



Uppgift 6
Méngden

M4:{A:(aij):aijE{O,l}ochlgi,jgzl}

216

innehaller totalt matriser och lika manga funktioner f, dar

ef
f : A]_ﬁ d: {CL11, PN a44} — {07 1}.
Vi betraktar nu méngderna
B :{A€M4:f(a¢1):1och1§z'§4}

By ={AeMy:flay)=1och1<i<4}.
By ={AeMy: f(a;s) =10ch1<i<4}
Vi har nu att antalet matriser/funktioner n blir
n:|61 UBQUB3|: ‘Bll+|B2‘+|BB|
—|B1 N Ba| — |By N B3| — |B2 N Bs|
+|B1 N By N Bs|,

dar

Bi| = |By| = |Bs| = 2"

|B1 N By| = 2°
|By N B3| = 2°
|B1 N Bs| = 28

|B1 N By Bs| =26
Da blir antalet matriser/funktioner
n=3-2"%-2'0_2%420 =11072.

OBS! Pa grund av att uppgiften hade misstolkats fick alla 5p pa uppgiften. Det stod
namligen felaktigt

f My — {0, 1}
i uppgiften.



Uppgift 7

a) Vi ska visa att (A, R) dr en pomingd.

i)

ii)

iii)

Reflexivitet av R: For att visa att R &r reflexiv behover vi visa att for varje
= (z;) dir 1 <i <1024 i A géller att £ R {. Detta dr sant eftersom x; > z; dir
1<i<1024 Vv

Antisymmetri av R: Lat ¢ = (x;) och £* = (y;) dir 1 < ¢ < 1024 vara i A. For
att visa att R dr antisymmetrisk behover vi visa att om £ RL* och £*RY, sa
kommer ¢ = ¢*. Detta &r sant eftersom z; > y; och y; > z; medfor att z; = y;
dir1<i<1024 och ¢ =¢* Vv

Transitivitet av R: Lat ¢1 = (x;), lo = (y;) och f3 = (z;) dér 1 < ¢ < 1024 vara i
A. For att visa att R &r transitiv behdver vi visa att om £1 R f5 och f5 R {3, sa
kommer ¢; R {3. Detta &r sant eftersom z; > y; och y; > z; medfér att x; > z;
dir 1 <:<1024 och /1 R¥l3 Vv~

(A, R) ar alltsa en poméngd.

b) Lat B = {¢;, £z}, dir ¢; = (z;) och £y = (y;), och sétt

by = (%), 2z =max(x;, y;), 1<i<1024
by = (w;), w; =min(z;, y;), 1<4<1024.

Da maste (A, R) vara en lattice, eftersom

£y, = mob(B)
£l = sub(B).

c¢) Det minsta elementet i (4, R) ér foljden med 1024 ettor och det storsta elementet
ar foljden med 1024 nollor.



