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Uppvarmning: Komplexa tal

Vi kan betrakta komplexa tal som punkter i det komplexa talplanet:

Im

Re

Eller som vektorer:

Im

Re




Talets lage kan anges antingen med real- och imaginardel (kartesiska
koordinater) eller med belopp och argument (polédra koordinater):

Im Im

Re Re

_ Rez =3
Tex. z=3+2i <= ) ,
Imz =2 (inte "Im z = 2i"!)

argz = arctan: +27tn, n€Z

{ z| = V13
<~

(Observera att argumentet inte dr entydigt bestdmt. Vad skrivsittet “arg z” egentligen
betyder kan bero pa sammanhanget — ibland anvands det for att beteckna ett specifikt

argument, ibland star det for mingden av alla tinkbara argument.)



Addition av komplexa tal dr bara vanlig vektoraddition:

Im
zZ+w

Re

z+w = (342i)+ (1+42i)
= (3+1) + (2i +2i)
— 4+ 4



Multiplikation av komplexa tal dr intressantare!

Forst ser man att vektorn for iz fas genom att vektorn for z vrids 90
grader moturs:

Im
iz
z
Re
z=3+2i (”3 rutor hoger, 2 rutor uppat”)
— iz = i(3 + 2i)
=—2+4+3i (”3 rutor uppat, 2 rutor vénster”)



Med hjdlp av detta ser man sedan att vektorn for zw har beloppet |z| |w|
och argumentet arg z + arg w:

Tex. w=14+2i = zw=z-(142i)=1-z+2-iz

Im
Zw =z + 21'27&
Im \ \\
w=142i \
\ iz
g |\
Re \ arg w
e
\\ argz
| Re

(Den hogra roda triangeln &r ratvinklig eftersom iz fas genom att z vrids 90 grader.
Alltsa dr den likformig med den vianstra roda triangeln. Skalan dr 1 : |z|. Hypotenusan
i den vénstra triangeln &r |w|. Alltsd dr hypotenusan i den hogra triangeln |z| |w|.)
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Specialfall:

e Talet z = cosa + isina har beloppet 1 och argumentet «.

e Talet w = cos B + isin B har beloppet 1 och argumentet B.

Enligt ovanstdende geometriska resonemang fdr da talet zw beloppet 1 -1
och argumentet a + f:

zw = cos(a + B) +isin(a + B)
Men 4 andra sidan géller ju dven foljande:

zw = (cosw +isina)(cos B+ isin B)
= (cosa cos B — sinasin B) + i (sinw cos B + cos a sin )

Darmed har vi bevisat additionsformlerna for cosinus och sinus!



Reella funktioner

Vanliga funktioner f: R — R dr vidlbekanta.

Exempel: f(x) = x2.

X -4 -3 -2 10123 4
Vardetabell:
f(x):x216 9 4 10149 16
Y
y = f(x)
Graf:
X




Komplexa funktioner

Har ska vi dgna oss at funktioner av typen f: C — C.

Exempel: f(z) = z%

Det dr enkelt att berdkna sd manga virden man vill:

z 0123 4 i 2 1+i 3+4i
fz)=22|0149 16 —1 —4 2 —7+24i -

Men hur visualiserar man detta?

Att rita grafen w = f(z) skulle krédva ett fyrdimensionellt koordinat-
system (x,y,u,v), ddr z = x + iy och w = u + iv.




Ett smartare satt att stédlla upp vardetabellen dr att skriva in vdrdet av
f(z) = z* pa z:s plats i det komplexa talplanet:

—18 —5-12i —-8—6i -9 —8+61 —5+121 18
5—-12i —8i —3—41 —4 —3+4i 81 5+12i

8—61 3—4i -2 -1 2i 344 8+61
9 4 1 0 1 4 9
8+61 3+4i 2i -1 =2 3—4 8—61
5+12i 81 —3+41 —4 —3—4i -8 5-—-12i

18 —-5+121 —84+6i1 -9 —8—-61 —5—121 —18i

Idén dr nu att till varje komplext tal associera en farg, och fargliagga
vdrdetabellen dérefter. (Da farglagger man forstds inte bara heltalspunkt-
erna, utan i princip varje punkt, sa att man ticker planet med farg.)
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—3+3i —2+43 —1+3i 3i 1+43i 2+3i 3+43i
—342i —2+42 —1+2 2 142 242 3+42i
—3+4i —2+i —1+i i 1+i 2+4i 3+i

-3 -2 —1 0 1 2 3 <
—3—i —2-i —1—i —i 1—i 2—i 3—i
—3-2i —2-2 —1-2i -2 1-2 2-2i 3-2i
—3-3i —2-3i —1-3i -3i 1-3i 2-3i 3-3i

Om man t.ex. viljer farger enligt ovan, fas foljande bild av f(z) = z*

¥

—-18 —5-12i —-8—-6i -9 —8+6i —5+12i 18i

5-12i  —8  —3—4i -4 -—3+4i 8i 5+ 12i
8—6i 3—4i —2i -1 2i 3+4  8+6i

9 4 1 0 1 4 9 <
8-+6i 3+4i 2i -1 -2 3-4i 8—6i
5 4 12i 8i 344 -4 -3—-4i -8  5-12i

18i  —5+12i —-8+6i -9 —8—-6i —-5-—12i —18i
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Farg = argument (dvs. vinkel) Skuggning = absolutbelopp Rutnit (Re/Im = heltal)
(fordubblas for varje ring)
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Samma funktion f(z) = z?, men andra sitt att firgligga:
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Visualiseringsmetoden ovan kallas pa engelska domain coloring, dvs.
farglaggning av definitionsmangden (eftersom vi fargldagger varje punkt
i z-planet dér f(z) dr definierad).

Den traditionella metoden dr annars att lata w = f(z) avbilda punkter i
z-planet pa punkter i w-planet. Ett rutnét i z-planet avbildas da pa ett
deformerat rutnét i w-planet, och analogt for andra mangder. Dock kan
man fa problem med 6verlappning ifall f inte &r injektiv, som i vart
exempel f(z) = z? dérju z och —z alltid avbildas p4 samma punkt:

z=x+iy w=u+iv

ﬁ i
ZU:Z2
s
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Farglageningsmetoden fungerar “bakldnges” jamfort med detta; den
deformerade figur som illustrerar f bor betraktas som ritad i z-planet.
Den avbildas dé av f pa den odeformerade referensfiguren i w-planet:

P& sa vis undviker man dverlappning i w-planet. Att funktionen inte dr
injektiv syns istéllet pd att vi har flera Bernhard Riemann i z-planet.

Har i fallet f(z) = z* aterfinns varje detalj fran fotot pa tv4 stéllen i z-
planet, forutom att den punkt ndra Riemanns hogra 6ga som motsvarar
w = 0 bara forekommer p4 ett stélle (ndmligen vid z = 0).
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Polynom

Det borjar bli dags att borja undersdka andra funktioner &n bara z2!

3 2

Monomen z3, z* och z° ser ut sdhér, ritade (liksom z? ovan) pd en kvadrat

med hormiz = +3.5 + 3.5::
7

Rutnéten stracker sig i princip dver hela planet, men ndr man kommer
en bit ut blir de sa finmaskiga att det &r meningslost att forsoka rita dem.
I de hér bilderna ar de trunkerade vid £20 i real- och imaginérled.

Notera att nollstdllets ordning (trippel-, kvadrupel- resp. kvintupelrot i
origo) enkelt avldses ur antalet “ekrar”.
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Ett tredjegradspolynom: f(z) =z% —2z+1 (Horniz = 44 +2.50)

Tre reella nollstillen. Tank efter hur grafen y = x> — 2x + 1 ser ut, och
jamfor!
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Med ombytt tecken pé z-koefficienten: f(z) =z° +2z+1

Strangt vixande pa reella axeln, ddrmed bara ett reellt nollstéille. De
ovriga tva nollstdllena utgor ett komplexkonjugerat par.
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Avbildningen ar konform (vinkelbevarande) utom dar f'(z) = 0.

Lucas’ sats: Om f &r ett polynom, sa ligger f":s nollstdllen i konvexa
holjet av f:s nollstéllen.
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Rationella funktioner

Nollstdllen i ndmnaren kallas poler.

Sdhar ser enkel-, dubbel- resp. trippelpol ut:

f(z) =1/z f(z) =1/22 f(z) =1/

(Horni 1.5 + 1.50)

Den farglaggning som anvdnds har gor att nollstédllen och poler blir
ganska lika varandra (bortsett fran rutnétet). Observera dock att farg-
erna gar runt at motsatt hall.
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Med ett annat val av farglaggning behover inte poler och nollstédllen
likna varandra alls, vilket Riemann illustrerar nedan:

f(z) =1/ f(z) =1/ f(z) =1/2°

Det finns dock en symmetri mellan 0 och co som gor det naturligt att
betrakta poler och nollstédllen som likartade fenomen (och man vill da
att den sldktskapen ska synas i bilden).

Se nasta sida!
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I komplex analys anvdnder man en abstrakt odndlighetspunkt z = oo,
som motsvarar nordpolen vid stereografisk projektion av det komplexa
talplanet pa Riemannsfaren:

N

Sydpolen motsvarar z = 0. Ekvatorn motsvarar enhetscirkeln.

Avbildningen z — 1/z motsvarar att rotera Riemannsféren ett halvt varv
kring reella axeln i z-planet. Nordpolen och sydpolen byter da plats, sa
det ar naturligt att 1dta 1 /00 = 0 och 1/0 = co i detta sammanhang.
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(z+6+3i)(z—4+10)*(z—1i)®

(Horn i £8 + 5i)

&) = i1+ 27

Enkel-, dubbel-, och trippelnollstille. Enkel- och dubbelpol.
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Argumentprincipen: % = N(v) — P(v)

Féargerna (<> arg f(z)) gor 3 cykler dd z genomloper kurvan 1.
Antal nollstéllen och poler innanfor y &r N(y) = 5 resp. P(y) = 2.
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Analytiska funktioner

En funktion som ges av en konvergent potensserie sdgs vara analytisk,
och i en sddan funktion kan man utan vidare ge variabeln komplexa
vdrden.

Om z édr reellt vet man t.ex. fran reell analys att foljande Maclaurin-
utvecklingar géller:

. 2 3 b oo T n ok
F=ltztm+m+pt Vs.ngx(}ogﬁ
Z3 Z5 eiz_e—iz
s1nz:z—§+§—--- <:2—z>
2 A piz 4 p—iz
1212 _ ... L
Cosz 2!—1-4! ( > )

Vi tar nu dessa formler som definitioner av vad ¢%, sinz och cos z ska
betyda nédr z 4r komplext.

(Man kan visa ganska enkelt att dessa tre serier konvergerar for varje z € C.)
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Den komplexa exponentialfunktionen

Med potensserierdkning utgdende fran definitionen
Z
e :1—*—2‘}—5‘}—5—‘—54—'”
kan man visa att den vilbekanta raknelagen

P+ — 71,7
galler for alla komplexa z; och z,. Speciellt (om x,y € R):

et = ¢%e = ¢*(cosy +isiny),
sd e*™ r det komplexa tal som har beloppet e* och argumentet y.
Detta medfor att exponentialfunktionen ar periodisk, med perioden 27ri.

Notera dven att den saknar nollstillen. (Faktorn e* dr ju aldrig noll, och
den andra faktorn cos y + i siny kan inte heller bli noll, eftersom cos y
och siny inte kan vara noll samtidigt.)
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-
—
N
N—
I

e* = e*(cosy + isiny) (Horn i +7 + 7i)

n Sk

En liten gita: Maclaurinpolynomen p,(z) = 1;) % konvergerar mot e*
da n — oo, och dérfor borde e* ~ p,(z) om n &r stort. Men p, har ménga
nollstéllen (n stycken), och e har inga. Hur gar det ihop?
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Logaritmer

Den 27i-periodiska avbildningen w = e* ger samma vidrde pd w for
odndligt mdnga varden pa z:

Isz
[ ]
27 i
[

Imw 4

Rew
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Nar man ska definiera logaritmen av ett (nollskilt) komplext tal, alltsa
den omvédnda avbildningen

z = logw,
har man ddrmed odndligt manga varden att vilja mellan:
W= =l e T In |w] (v.anlig re.ell loga.r.itm)
y=argw (ej entydigt bestimt!)
< Z = logw = 1n|w‘ _|_iargw

Vilken av alla tdnkbara logaritmer ska man ta?

. \Imw
? .
27[ /

?

Re Rew

Imz
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Ifall man anvander “arg w” for att beteckna mangden av alla w:s tankbara
argument, sd dr det naturligt att 1dta "log w” beteckna mangden av alla
w:s tdnkbara logaritmer.

Men om man vill att z = log w ska vara en vanlig funktion, som bara
ger ett varde z for varje w # 0, s maste man vélja en logaritm i varje
punkt (dvs. vélja ett visst argument arg w for varje w # 0). Ett sddant val
definierar en viss gren av den komplexa logaritmfunktionen.

T.ex. fdr man principalgrenen av logaritmfunktionen, som betecknas
z = Log w, om man tar det argument som ligger i intervallet | -7, 77]:

Imz
Imw
| .
Imz=1m /
Rez Rew
Imz= -7 ----=---=-}----
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Tilldelning av en fdrg till varje z (vdnstra bilden) ger i w-planet (hogra
bilden) en illustration av principallogaritmen z = Log w:

Il’nZT

ImwT

Imz=m

Rew

Observera att det blir en diskontinuerlig funktion; dess varde hoppar
ndr w passerar negativa reella axeln. (Det gar inte att konstruera ndgon
gren av logaritmfunktionen som &r kontinuerlig i hela C \ {0}.)

(Det ar for att se diskontinuiteter tydligare som vi tillfalligt har bytt till en farglaggning
dér fargen varierar mjukt frdn punkt till punkt; de fargsprang man ser i bilden betyder
da att det ar sjdlva funktionsvardena som fordndras abrupt.)
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Kvadratrotter

Liknande problem med val och diskontinuiteter uppstdr &ven med t.ex. kvadratrotter.

Talet noll har bara en kvadratrot, nimligen noll. Alla andra komplexa tal z har tva
tankbara kvadratrotter, eftersom ekvationen g% = z har tva olika losningar ifall z # 0:

e Exakt en av 16sningarna, kalla den g = Q(z), ligger i hogra halvplanet eller pa
positiva imaginéra axeln. Detta tal &r z:s principalkvadratrot. (Lat Q(0) = 0.)

e Den andra losningen dr déd g = —Q(z); den ligger i vanstra halvplanet eller pa
negativa imagindra axeln.

(Horni £10 + 10i)
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Vad betyder skrivsattet f(z) = 1/g(z) egentligen?

e Ibland avses en “flervard funktion” dar

f(z) = {Q(5(2)). —Q(g(2))}
ar mangden av mojliga kvadratrotter till talet g(z).

e Men oftare menar man en gren av denna funktion som fds genom

att for varje z vélja antingen f(z) = Q(g(z)) eller f(z) = —Q(g(z))
(enligt ndgon regel), for att funktionen f ska fa dnskade kontinuitets-
egenskaper.

e (Kan ocksa betyda en funktion definierad pa lamplig Riemannyta.)

Att anvdnda symbolen / i samband med komplexa tal &r allts§ lite
vanskligt. Om man gor det maste man varje gang vara noga med att tala
om exakt vad man menar i sammanhanget!

(Det &r inte sa enkelt som att 4/ alltid betyder principalkvadratroten.)
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Exempel: Nédgra olika grenar av v/z2 — 1. (Horn i +4 + 4i)

Q(z* - 1)

35

Q(z2—1), omRez <0
—Q(z2—1), omRez >0

(= -0z -1)Q(z+1) utomi ]-1,0[ ¢ R)



Resten av tiden: blandade exempel.

(Med det tidigare fargschemat igen.)
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(e0]

1
. . 1 . .o . ) . . .
Funktionen f(z) = e'/? = k;:) i har en vidsentlig singularitet i origo,

dvs. till skillnad frdn ndr man har en pol i origo sa &r inte funktionen
z" f(z) analytisk f6r nagot n.

(Horni £1 +1)

Picards stora sats: I varje omgivning till en vasentlig singularitet antar f
alla komplexa vdrden (utom mojligen ett varde).
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Sahir ser f(z) = sinz ut: (Horn i 48 =+ 5i)

Periodisk, med period 27t. Inte begrdansad att bara anta varden mellan
—1 och +1 langre! Ovning: Los ekvationen sinz = 3 (grafiskt).
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Facit:

sinz =3 <=5 21?:3 & o z:giiln(3—|—\/§)—|—2nn (n € Z)
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ds
V1—3s2

Om polynomet under rottecknet istdllet har grad tre eller fyra fds en sa
kallad elliptisk integral, vars invers kallas for en elliptisk funktion.

— arcsin z.

Valkant faktum: /
0

Ett exempel pd detta dr sinus amplitudinis sn(z; k), en “deformerad

o PRI 1 [F ds
sinus” som per definition &r invers till / .
0 /(1—s2)(1 —k2s2)

Den &r dubbelperiodisk i det komplexa planet (for k # 0, 1):

f(z) =sinz = sn(z;0) f(z) = sn(z;0.5) f(z) =sn(z;0.9)
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Elliptiska funktioner upptrader i manga tillaimpningar. Exempelvis &r

@(t) = 2arcsin[ksn(wt; k)] (k = sin Lpmax, @ = 1/%)

en exakt 10sning till pendelekvationen
8

d*@ _
Iz + o = 0.
Sviangningens period beror pa amplituden ¢ma.x och gar mot odndlig-
heten da ¢max — 7 (vilket motsvarar att k — 1).

(Vanligen antar man sma svangningar sa att sin ¢ ~ ¢, och far dirmed den approximativa

losningen @(t) &~ @max sin wt, vars period ar 27t/ w oberoende av amplituden.)

Att byta t mot it i pendelekvationen dr matematiskt ekvivalent med att
byta ¢ mot —g, dvs. att lata tyngdkraften peka rakt uppdt istdllet for rakt
nedat. Pendeln skulle da svdnga med en annan period, ndmligen den
som motsvarar amplituden 7T — @max. Detta argument forklarar varfor
funktionen sn(z; k) bor ha bade en reell och en rent imaginér period.
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Iteration av ett andragradspolynom: (Horn i £1.5 & 1.51)

f(z) =2+ (0.3 - 05i) fO) = f(f(f(2)))

<

%

U

f19(z)  (svart=OVERFLOW)
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Den ifyllda Juliamédngden (svart)
for f(z) = z% + (0.3 — 0.5i)

Det svarta t.v. uppstdr déar funktionsvardena blir for stora for datorns
flyttalsaritmetik. Eftersom f(?(z) = z2” + ... s& vet vi and4 hur bilden
egentligen ska se ut for stora z: den har 2% = 33554 432 stycken “ekrar”!

Den ifyllda Juliamédngden for en funktion f bestar av de z for vilka
£ (z) forblir begransad d& n — co. (Gaston Julia 1918)
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Den beromda Mandelbrotmidngden bestar av de ¢ € C for vilka Julia-
méngden for f.(z) = z> + c innehaller origo.
(Pierre Fatou 1917, Benoit Mandelbrot 1980)

I vart exempel hade vi c = 0.3 — 0.51 (den vita pricken) vilket dr en punkt
som tillhor Mandelbrotmdngden (det svarta omradet).
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Lite mera Riemann, som avslutning:

Riemanns zeta-funktion definieras av formeln
© 1
0(z) =) =
k=1
for Rez > 1 (dér serien konvergerar), och utvidgas

till hela z-planet genom s.k. analytisk fortsittning.

Den har en pol i punkten z = 1, och “triviala noll-
stallen”iz = —2, —4, —6, —8, osv.

Man vet att ovriga nollstdllen (odndligt ménga)
ligger i den kritiska remsan 0 < Rez < 1.

(I figuren pa nésta sida ar axlarna, nollstillena,
polen och den kritiska remsan markerade.)

(For ovrigt ar {(—1) = — £, vilket leder till det matematiska
skamtet "1 +2+3+4+4--- = —1".
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—11 <Rez <4
—5 <Imz < 45



Riemannhypotesen sédger att alla icke-triviala noll-
stdllen till zeta-funktionen ligger pa linjen Rez = %,

alltsd exakt mitt i den kritiska remsan.

Detta har verifierats numeriskt for de 10" forsta
nollstéllena i remsan, men ingen har d&nnu lyckats
bevisa (eller motbevisa) att det géller for alla.

Riemannhypotesen dr kanske det mest berémda
dnnu olosta matematiska problemet. Det dr ett av
de sju Millennium Prize Problems som dr 2000 val-
des ut av Clay Mathematics Institute, s& den som
lyckas bringa klarhet i frdgan far (férutom dra och
berdmmelse) en miljon dollar!
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Riemann introducerade zeta-funktionen nir han studerade primtalens
fordelning. Anvandningen av komplex analys for att undersoka tal-
teoretiska fragor kallas (naturligt nog) analytisk talteori, och Riemann
var en av pionjarerna inom detta &mne.

Har &r en utsaga, formulerad enbart med elementédra begrepp, som ar
ekvivalent med Riemannhypotesen:

Forn > 1,18t H, = 14+3+3+---+ L ochldto(n) =) d
d\n
beteckna summan av de positiva heltal som delar n. Da ar
o(n) < H, +e"InH,,

med likhet endast for n = 1.

(Jeffrey C. Lagarias, The American Mathematical Monthly, No. 6, 2002)

Fragan 4r alltsd: Ar denna utsaga sann eller falsk?!?
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Varmt rekommenderad litteratur

S

Visual Complex
Func_tions |

& Birkhiuser

Tristan Needham
Visual Complex Analysis
Oxford University Press, 1997

Fantastisk bok, anvander dock enbart traditionella visualisering-

metoder. Omslagsbilden visar hur Riemannsfédren transformeras

av Mébiusavbildningar f(z) = 2t

Elias Wegert

Visual Complex Functions:
An Introduction with Phase Portraits

Birkhéduser, 2012

Den forsta boken som anvénder farglaggning som huvudsaklig
visualiseringsmetod. Massor av fina bilder!
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